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Re´sume´
Ce travail de recherche traite du couplage entre un liquide incompressible, irrotationnel
et son contenant : une structure e´lastique. Cette interaction Fluide-Structure est traite´e
dans le cadre des petites de´formations autour d’un e´tat d’e´quilibre.
Dans un premier temps, on pre´sente une me´thode d’introduction des sources dissipatives
visqueuses dans le liquide a` partir des e´quations du syste`me couple´ conservatif en s’ap-
puyant sur une approche de type fluide potentiel ge´ne´ralement utilise´e pour traiter les
proble`mes de couplage fluide-structure line´arise´s non amortis. Un mode`le d’amortissement
diagonal est alors choisi pour le liquide et les effets dissipatifs de celui-ci sont pris en compte
en calculant les coefficients d’amortissement modaux. Seuls les effets dissipatifs lie´s a` la
viscosite´ du liquide sont alors pris en compte. Le syste`me couple´ dissipatif obtenu posse`de
une matrice d’amortissement non syme´trique. Une re´solution de ce syste`me a` amortis-
sement non classique est alors pre´sente´e et les expressions des re´ponses fre´quentielle et
temporelle line´arise´es sont donne´es pour diffe´rents types d’excitations.
Dans un deuxie`me temps, le liquide est suppose´ non visqueux et les forces de tension surfa-
cique sont prises en compte. Cette configuration concerne principalement les satellites ou` le
syste`me couple´ est en situation de microgravite´. Une formulation du proble`me conservatif
permettant de prendre en compte l’incompressibilite´ du fluide, la condition de continuite´ a`
l’interface fluide structure, les effets de capillarite´ du fluide ainsi que les effets e´ventuels de
pre´contraintes statiques est alors e´tablie. On se propose pour cela d’utiliser une me´thode
e´nerge´tique via le Principe de Moindre Action. La de´marche est alors de´compose´e en deux
e´tapes : une e´tude statique afin de de´terminer la position de re´fe´rence, puis une e´tude
dynamique line´arise´e autour de cette position d’e´quilibre. Cette formulation forme notam-
ment une base pour l’introduction des sources dissipatives lie´es aux effets de capillarite´ via
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la me´thode pre´ce´demment introduite.
Mots cle´s : Ballottement, Amortissement diagonal, Modes propres complexes, Syn-
the`se modale, Formulation variationnelle, Principe de Moindre Action, Interaction Fluide
Structure, Incompressibilite´, Tension Surfacique, Dissipation visqueuse, Capillarite´, Mi-
crogravite´, Me´nisque, Vibrations, E´le´ments finis.
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Abstract
This study deals with the coupling between an incompressible, irrotational fluid and an
elastic container in the context of small amplitude vibrations.
Firstly, we present a method to introduce the viscous dissipative sources in the liquid
directly from the equations of the conservative coupled problem using a fluid potential
approach generally used to treat linear undamped problems. A diagonal damping model
is chosen for the liquid and its dissipative effects are taken into account through modal
damping coefficients. Only the viscous effects are considered here. The coupled system
obtained has a non symmetric damping matrix. This system with non classical damping
is solved and expressions of the frequency and linearized time responses are given for dif-
ferent load examples.
The liquid is then supposed to be inviscid and surface tension forces are considered. This
configuration is related to satellite applications where the coupled system is in microgra-
vity conditions. A unified formulation of the conservative problem taking into account the
fluid incompressibility, the contact condition at the fluid structure interface, capillarity
and pre-stress effects is given. Thus, we propose to use an energy method via the Least
Action Principle. The reasoning is then divided into two parts : a static study to deter-
mine the reference state and a linearized dynamic study around this equilibrium state.
This formulation is a good framework to introduce the dissipative sources associated with
the capillary effects by using the method previously introduced.
Keywords : Sloshing, Damping, Complex Eigenmodes, Modal Synthesis, Variational
formulation, Least Action Principle, Fluid-Structure Interaction, Incompressibility, Sur-
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face Tension, Viscous dissipation, Capillarity, Microgravity, Meniscus, Vibrations, Finite
Elements.
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Introduction ge´ne´rale
Le proble`me d’interaction entre un fluide et une structure est un proble`me re´current,
apparaissant dans de nombreux domaines et pouvant prendre de nombreuses formes. On
peut regrouper ces proble`mes en deux cate´gories diffe´rentes : lorsque le fluide est en e´coule-
ment par rapport a` la structure (c’est le cas par exemple des proble`mes d’ae´roe´lasticite´) ou
bien lorsque le fluide et la structure e´voluent autour d’une configuration d’e´quilibre statique
initiale. On e´tudie dans ce manuscrit cette seconde cate´gorie de proble`me en conside´rant
que le fluide est contenu dans une cavite´ de la structure et subit de petites perturbations
autour de sa position d’e´quilibre. Plusieurs phe´nome`nes peuvent alors intervenir a` des
plages de fre´quences diffe´rentes :
– Aux fre´quences les plus basses, des vagues apparaissent a` la surface libre du liquide :
phe´nome`ne que l’on de´signe par le terme ballottement.
– Pour des fre´quences plus e´leve´es, les vibrations de la structure viennent se coupler
au liquide conside´re´ comme incompressible : c’est l’hydroe´lasticite´.
– Aux fre´quences encore plus e´leve´es, des phe´nome`nes acoustiques apparaissent dans
le liquide : on parle alors de vibroacoustique.
De`s la fin des anne´es 50, on cherche, dans le domaine ae´rospatial, a` e´valuer le phe´nome`ne
de ballottement pour des liquides dans des re´servoirs embarque´s. On peut notamment citer
les travaux importants d’ Abramson [1] en 1966 (dont une version actualise´e est publie´e en
2000 par Dodge [31]). De nos jours, ce proble`me reste un sujet d’actualite´ faisant l’objet
de nombreuses publications : comme le montrent les ouvrages re´cents de Faltinsen et al
[38] et d’Ibrahim [55]. Ce type d’interaction Fluide-Structure se retrouve dans diffe´rents
domaines de l’industrie tels que le transport (camions citernes, bateaux super-tanker, etc),
le nucle´aire (piscine de stockage et autres cuves excite´es par des tremblements de terre,
17
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etc) ou bien l’ae´rospatial (re´servoirs d’avions, de lanceurs, de satellites, etc). En effet les
avions, et les structures spatiales en ge´ne´ral, sont de plus en plus le´gers et leur autonomie
est souhaite´e de plus en plus importante (la dure´e de vie d’un satellite est par exemple
directement lie´e a` la quantite´ de carburant qu’il peut transporter), ainsi les re´servoirs
contenant le carburant sont de plus en plus imposants et l’influence du liquide interne
sur la structure devient primordiale. Les mouvements du liquide peuvent influencer le
comportement de la structure principale mais aussi interagir avec d’autres phe´nome`nes
destructeurs comme le flottement [40]. Pour un satellite, les liquides internes peuvent eˆtre
excite´s par le de´ploiement d’e´quipements ou bien par le moteur lors de manoeuvres, et de-
venir une source de proble`mes. Ainsi, plusieurs incidents ont e´te´ recense´s et ont motive´ ces
e´tudes sur les effets des liquides internes en montrant le besoin de la part des concepteurs
de disposer d’outils nume´riques pour mieux comprendre ces phe´nome`nes d’interaction. On
peut par exemple citer le retard de la mission NEAR Shoemaker, les effets inattendus
observe´s sur les satellites Intelsat 4 [46], la perte du satellite ATS 5 peu apre`s sa mise en
orbite en 1969 ou bien les proble`mes lie´s a` la pre´sence de liquide dans le satellite Gravity
Probe B [54].
La particularite´ du proble`me lie´ au fluide ballotant dans un re´servoir vient de la pre´sence
d’une surface libre qui fait que le domaine occupe´ par le liquide est lui-meˆme une inconnue
du proble`me. Il existe differents types d’approches pour aborder ce proble`me et mode´liser le
comportement du fluide. Certains domaines d’application s’inte´ressent aux de´placements
non-line´aires du liquide et ce sont les grandes de´formations du volume liquide et de sa
surface libre qui sont e´tudie´es dans le domaine temporel. La re´solution de ce proble`me
complexe se fait par une approche ”Me´canique des Fluides” via une formulation purement
Eulerienne comme pour la me´thode Volume Of Fluid (VOF) [50] ou bien a` l’aide d’une
composante Lagrangienne comme dans la me´thode Arbitrary Lagrange Euler (ALE) [32].
Dans [85], l’auteur de´crit les diffe´rentes approches nume´riques possibles pour traiter ces
cas non-line´aires et les compare entre elles.
Dans certains cas, quand le mouvement du liquide reste de faible amplitude et donc l’hy-
pothe`se des petites perturbations reste valide, ces me´thodes couˆteuses en temps de calcul
ne sont pas les plus adapte´es. C’est a` ce type de cas que l’on va s’inte´resser ici. Il sera
18
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en particulier possible de line´ariser les e´quations du syste`me autour de l’e´tat d’e´quilibre.
Cette approche est notamment adapte´e au calcul des modes de vibration du syste`me cou-
ple´ et a` la re´solution du proble`me dans le domaine fre´quentiel.
En particulier, l’inte´reˆt d’une approche line´arise´e est de pouvoir utiliser une me´thode de
synthe`se modale pour construire un mode`le re´duit line´aire du syste`me fluide-structure.
Cette re´duction de mode`le permet notamment de prendre en compte l’effet du fluide dans
l’e´tude de structures industrielles complexes (mode`les d’avions ou de lanceurs complets).
Cette approche ge´ne´ralise alors la repre´sentation par des syste`mes me´caniques e´quivalents :
masse-ressort-amortisseur ou pendules [91, 2, 84]. L’utilisation de mode`les e´quivalents peut
notamment eˆtre utile pour dimensionner des syste`mes de controˆle [31, 21, 87, 37]. Pour
ce genre d’applications (controˆle, stabilite´), les me´thodes CFD ne fournissent pas toujours
des re´sultats satisfaisants [96].
On souhaite dans ce manuscrit e´tendre cette approche aux syste`mes fluide-structure cou-
ple´s non conservatifs en s’inte´ressant a` l’aspect amortissement du fluide, ainsi qu’aux sys-
te`mes couple´s fluide-structure en micro-gravite´, c’est a` dire lorsque les forces de gravite´
deviennent du meˆme ordre de grandeur que les forces de tension de surface qui ne sont par
conse´quent plus ne´gligeables. Les forces de tension de surface vont agir sur les interfaces
du syste`me et notamment sur la surface libre du liquide qui va alors former un me´nisque.
Si les applications restent porteuses dans le domaine des satellites : re´ponse du liquide a` un
mouvement impose´ de la structure, modes propres couple´s du syste`me, etc ... peu d’e´tudes
se sont encore inte´resse´es a` ce proble`me.
La mode´lisation de l’amortissement des vibrations du syste`me couple´ est un e´le´ment
important permettant de mieux comprendre le comportement du liquide et de pre´voir son
influence. Cette the´matique fait l’objet de recherches re´centes. Certaines e´tudes visent la
re´duction de l’influence du liquide en jouant sur la forme du re´servoir [70], les proprie´te´s
de la structure, comme son e´lasticite´, en ajoutant des rigidite´s locales [45], ou bien par
l’ajout d’amortisseurs passifs ou actifs dans le volume liquide de type baﬄe. On peut no-
tamment citer les travaux de Herna´ndez et Santamarina [49] qui s’inte´ressent au controˆle
actif du fluide (en utilisant une approche modale). La compre´hension du comportement du
19
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liquide permet e´galement d’imaginer et de dimensionner des re´servoirs pour qu’ils servent
eux-meˆmes d’amortisseur passif, celui-ci pouvant eˆtre rigide ou e´lastique et contenant un
liquide qui vient dissiper l’e´nergie transmise par les mouvements de la structure [69].
Ces investigations ne´cessitent une bonne connaissance des effets dissipatifs dans le liquide.
Dans [48], l’auteur pre´sente les quatre sources d’amortissement principales dans le liquide.
Deux de ces sources concernent les dissipations visqueuses dans le volume liquide et au ni-
veau de l’interface fluide-structure. Les deux autres sources dissipatives, moins ”classiques”
sont lie´es aux effets de capillarite´ et peuvent dans certains cas jouer un roˆle important [26] :
la dissipation au niveau de la surface libre du liquide (effets de Marangoni) et le frottement
du bord de la surface libre sur la paroi du re´servoir (phe´nome`ne de mouillage).
Ce sont ge´ne´ralement les effets lie´s a` la viscosite´ qui sont pris en compte, les deux der-
nie`res sources d’amortissement lie´es aux effets de capillarite´ e´tant souvent ne´glige´es en
conside´rant une surface libre sans impurete´s et une condition simplifie´e de contact de la
surface libre sur la paroi (sans frottement). La dissipation visqueuse est naturellement
prise en compte lorsque l’e´quation de Navier Stokes est utilise´e pour de´crire le mouve-
ment du fluide, c’est le cas notamment dans les nombreux logiciels CFD et les me´thodes
non-line´aires introduites pre´ce´demment. La difficulte´ avec ces me´thodes CFD vient de la
dissipation nume´rique qui a tendance a` engendrer une mauvaise estimation de l’amortis-
sement [66]. Il est notamment difficile d’estimer la dissipation du liquide au niveau des
parois sans un raffinement important du maillage de la couche limite (ce qui est pe´nalisant
pour les temps de calcul).
Pour prendre en compte ces sources d’amortissement, dans [52], par analogie avec les pro-
ble`mes d’acoustique (fluide dans une cavite´), l’auteur modifie la condition aux limites clas-
sique sur l’interface entre le liquide et la structure (continuite´ des vitesses normales) pour
introduire un terme dissipatif de´pendant d’un coefficient d’amortissement. Cette approche
justifie´e notamment par l’utilisation d’une me´thode BEM (Boundary Element Method)
ne´cessite cependant des re´sultats expe´rimentaux pour de´terminer le coefficient d’amortis-
sement ade´quat.
Une autre manie`re de prendre en compte l’amortissement est de partir du syste`me conser-
vatif pour ensuite introduire a posteriori les effets dissipatifs. C’est cette me´thode classique
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en dynamique des structures qui a e´te´ choisie et adapte´e au proble`me d’interaction fluide-
structure. On aura ainsi une approche similaire a` celle pre´sente´e par Utsumi qui, a` partir de
l’e´quation conservative, calcule des coefficients d’amortissement modaux (pour les modes
de ballottement du liquide)[101].
La physique des phe´nome`nes dissipatifs est introduite uniquement au niveau du calcul
de ces coefficients d’amortissement modaux. L’amortissement lie´ aux effets de capillarite´
est rarement pris en compte dans les formulations variationnelles. Cependant, avec l’ap-
proche pre´sente´e pre´ce´demment, une bonne connaissance des effets de capillarite´ sur le
syste`me conservatif et une description simple des phe´nome`nes dissipatifs lie´s a` la capilla-
rite´ peuvent suffire pour l’introduire. On s’inte´ressera donc dans un deuxie`me temps a` la
mise en place d’une formulation permettant de prendre en compte les effets de la capillarite´
sur le couplage entre le liquide et la structure. On conside`re alors les tensions surfaciques
au niveau des trois interfaces du syste`me (liquide-solide, liquide-gaz, gaz-solide). Dans [35],
El-Kamali donne une formulation variationnelle de´taille´e du proble`me statique et dyna-
mique mais en conside´rant une structure rigide. De meˆme, Wang [102] e´tudie les modes
du liquide en cavite´ rigide et propose une e´tude des diffe´rentes conditions aux limites de
la surface libre sur la paroi, mais en ne´gligeant la courbure de la surface libre du liquide.
Dans [106], l’auteur conside`re des mouvements de corps rigide de la structure mais en
se limitant a` une ge´ome´trie simple et a` la premie`re fre´quence propre non amortie. Dans
l’e´tude du proble`me couple´ d’une structure e´lastique avec effets de capillarite´ du liquide,
on peut notamment citer les travaux de Bauer et Chiba [11, 20] ainsi que de Schulkes
[94] qui conside`rent les effets de la partie rotationnelle du fluide, cependant ces e´tudes se
limitent a` un container conside´re´ comme rigide au niveau de l’intersection avec la surface
libre.
Il est a` noter que pour la construction d’une formulation variationnelle du proble`me cou-
ple´, parmi les differentes manie`res possibles, l’utilisation d’une me´thode e´nerge´tique [4, 65]
semble ici la plus approprie´e du fait que les e´quations locales, notamment au niveau du
bord de la surface libre, restent me´connues.
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L’aspect expe´rimental a joue´ un roˆle important dans la compre´hension du phe´nome`ne
de ballottement et reste l’objet de nombreuses e´tudes re´centes, le but e´tant la validation
de mode`les analytiques ou nume´riques. Cependant, lorsqu’il s’agit d’e´tudier l’amortisse-
ment, les donne´es se limitent souvent a` la premie`re fre´quence propre amortie, le coefficient
d’amortissement e´tant obtenu par de´cre´ment logarithmique [6, 68]. Parmi les expe´rimen-
tations en condition de microgravite´, plusieurs proce´dures sont possibles : l’utilisation de
Drop Towers, les vols paraboliques ou bien l’envoi de satellites dans l’espace. Les Drop
Towers sont un moyen simple de simuler la condition de microgravite´ : le dispositif expe´ri-
mental est lache´ du haut d’une tour et les donne´es sont enregistre´es pendant la chute libre.
Cette technique permet de re´pe´ter l’expe´rience, mais offre un tre`s court temps de mesure.
Ainsi en 1967, Salzman [90] a e´te´ l’un des premiers a` proposer des re´sultats expe´rimen-
taux via cette technique (2.3 secondes de chute libre pour cette e´tude) pour la premie`re
fre´quence propre et l’amortissement associe´, ainsi que le comportement de la surface libre
frottant sur les parois du re´servoir. Plus re´cemment, une e´tude a e´te´ re´alise´e par Yang [107]
avec une faible hauteur de 2.18 me`tres offrant 0.7 seconde de microgravite´ et permettant
l’e´tude de la forme de la surface libre a` l’e´tat d’e´quilibre. Les vols paraboliques utilisent le
meˆme principe de chute libre a` l’aide d’avions spe´cialement e´quipe´s, les chutes sont plus
longues (environ 20 secondes) mais la campagne expe´rimentale est plus couˆteuse. La der-
nie`re possibilite´ consiste a` envoyer en orbite le dispositif expe´rimental, comme cela a e´te´
fait dans le programme SloshSat. Cette situation ide´ale reste particulie`rement couˆteuse et
complexe a` mettre en oeuvre, les ope´rations doivent notamment pouvoir s’effectuer sans
intervention humaine [34]. Pour toutes ces raisons, les re´sultats expe´rimentaux en condi-
tion de microgravite´ restent tre`s limite´s.
De´marche choisie
On s’inte´resse dans ce me´moire a` la prise en compte, dans la formulation du proble`me
hydroe´lastique, des sources dissipatives dans le liquide, ainsi qu’a` la prise en compte des
effets de capillarite´ dans le proble`me couple´ conservatif.
On pre´sentera, dans la premie`re partie, l’introduction de l’amortissement dans le syste`me
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conservatif. Seules les dissipations visqueuses dans le volume du liquide et au niveau des
parois seront prises en compte. Pour de´crire cette me´thode, on se limitera au cas d’un
liquide pesant (sans effet de tension de surface). On s’inte´ressera alors a` la re´solution du
proble`me amorti obtenu afin d’obtenir la re´ponse fre´quentielle et temporelle line´arise´e du
syste`me. Dans cette partie, les apports majeurs de ce travail concernent la formulation du
syste`me re´duit fluide structure avec amortissement diagonal (chapitre 2), la re´solution par
synthe`se modale complexe adapte´e a` ce proble`me (chapitre 3), le calcul par e´le´ments finis
des coefficients d’amortissement modaux (chapitre 4).
Dans la deuxie`me partie, les effets de la capillarite´ sur les comportements statique et
dynamique du syste`me, ainsi que les hypothe`ses que l’on retiendra, seront pre´sente´s. Une
formulation du proble`me couple´ conservatif en condition de micro-gravite´ et avec prise
en compte des effets de capillarite´ sera propose´e. Puisque l’influence de la capillarite´ sur
l’ensemble des e´quations locales du syste`me est mal connue, on utilisera une approche
e´nerge´tique base´e sur le principe de Minimum de l’E´nergie Potentielle (en statique) et sur le
Principe de Moindre Action (en dynamique). L’incompressibilite´ du liquide et la condition
de contact a` l’interface fluide-structure seront prises en compte par des multiplicateurs de
Lagrange. L’ensemble de ce chapitre constitue un apport de cette e´tude dans la mesure ou`
il permet a` la fois d’e´tendre les travaux de El-Kamali [35] au cas des structures de´formables
et les travaux de Schotte´ [91] aux conditions de microgravite´.
Dans la suite de ce document, on se place dans le cadre des petites perturbations et le
fluide est conside´re´ comme irrotationnel, homoge`ne et incompressible.
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Premie`re partie
Re´ponse line´aire amortie d’une
structure contenant un liquide
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Introduction
On conside`re dans cette partie l’e´tude du proble`me hydroe´lastique avec un fluide pe-
sant, incompressible, irrotationnel et faiblement visqueux. La mode´lisation pre´cise de l’en-
semble des phe´nome`nes dissipatifs dans le liquide entraˆınerait ne´cessairement la construc-
tion d’un maillage spe´cifique (avec couche limite, etc ...) et une re´solution temporelle
couˆteuse de l’e´quation de Navier-Stokes dans un logiciel de me´canique des fluides. Cette
approche n’est pas la plus adapte´e lorsque l’on s’inte´resse au comportement vibratoire de
faible amplitude du syste`me (par exemple en phase de conception ou bien pour la mise
au point d’un syste`me de controˆle). Ainsi, on pre´sente ici une me´thode permettant d’in-
troduire de l’amortissement dans le fluide a` partir du mode`le construit pour le syste`me
couple´ conservatif. On utilisera ici le potentiel de de´placement pour parame´trer le fluide.
On rappelle que d’autres formulations existent, utilisant notamment le de´placement du
fluide, mais celles-ci peuvent poser des proble`mes nume´riques [12].
L’amortissement de la structure est conside´re´ connu et on s’inte´ressera uniquement a` la
mode´lisation des effets dissipatifs dans le fluide.
Dans le chapitre 1, on pre´sente une formulation variationnelle, puis matricielle, du pro-
ble`me hydroe´lastique (avec ballottement) conservatif. Puis, dans le chapitre 2, on propose
d’introduire la dissipation dans le fluide sous la forme d’un amortissement modal. Pour
cela, les e´quations du fluide sont projete´es sur ses modes de ballottement. On s’inte´ressera
alors a` la comparaison entre la re´ponse directe en fre´quence du mode`le re´duit obtenu et
celle du mode`le complet.
La re´ponse en fre´quence par re´solution directe pouvant eˆtre couˆteuse (si les mode`les sont
de grande taille par exemple) et il est avantageux de mettre en place une me´thode de syn-
the`se modale. Il existe alors deux possibilite´s : utiliser les modes re´els du syste`me couple´
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conservatif associe´ ou bien les modes complexes du syste`me couple´ dissipatif.
Dans le chapitre 3, une e´tude du proble`me aux valeurs propres quadratique associe´ au
mode`le re´duit amorti a` amortissement non classique (la matrice d’amortissement du sys-
te`me couple´ que l’on obtient est non syme´trique) ainsi que les proprie´te´s des vecteurs
propres complexes associe´s sont pre´sente´es. En utilisant une me´thode de synthe`se modale
a` partir de ces modes complexes, les formulations des re´ponses fre´quentielle et temporelle
line´arise´es du syste`me pour diffe´rents types d’excitation sont e´tablies [8, 57, 41]. Enfin, on
pre´sente sur un cas test axisyme´trique des exemples de re´ponses temporelles et de re´ponses
impulsionnelles que l’on compare avec la re´ponse directe en fre´quence du mode`le re´duit.
On s’inte´resse notamment a` la convergence de la re´ponse par synthe`se modale complexe
par rapport a` la re´ponse directe en fonction du choix des bases de projection (base des
modes de ballottement du fluide et base des modes propres complexes du syste`me couple´).
La re´ponse en fre´quence obtenue en utilisant les modes re´els du syste`me conservatif asso-
cie´ et celle obtenue par les modes complexes sont e´galement compare´es pour de´gager les
avantages et les inconve´nients de chacune des me´thodes.
Les coefficients d’amortissement modaux introduits peuvent eˆtre de´termine´s soit expe´ri-
mentalement [26, 48, 33], soit nume´riquement a` partir de mode`les simples des phe´nome`nes
physiques entraˆınant la dissipation de l’e´nergie dans le fluide. Une me´thode de calcul de
ces coefficients ainsi qu’une validation par comparaison avec des re´sultats analytiques et
expe´rimentaux sont pre´sente´es dans le chapitre 4.
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Chapitre 1
E´quations matricielles du mode`le
fluide-structure complet
conservatif
Afin de de´crire le syste`me e´tudie´, on distinguera 3 e´tats de re´fe´rence (Fig. 1.1) :
L’e´tat naturel qui est une configuration virtuelle pour laquelle le fluide et la struc-
ture ne sont soumis a` aucune force. La surface libre est suppose´e horizontale. Les
grandeurs relatives a` la configuration naturelle sont indice´es par 0.
L’e´tat d’e´quilibre est l’e´tat de re´fe´rence autour duquel on e´tudie les vibrations
de faible amplitude du syste`me couple´. Les grandeurs relatives a` la configuration
d’e´quilibre sont indice´es par le symbole ∗. Lorsque le syste`me a` l’e´tat naturel est
soumis aux diffe´rentes forces s’exerc¸ant sur le fluide et la structure, celui-ci se de´place
pour atteindre sa position d’e´quilibre. Ce de´placement est repe´re´ par les champs UF∗
et US∗ (qui sont respectivement les de´placements du fluide et de la structure).
L’e´tat dynamique est l’e´tat du syste`me a` tout instant de l’analyse dynamique.
Dans cet e´tat, le syste`me est soumis a` une force excitatrice applique´e sur la structure.
Les positions du fluide et de la structure sont de´finies respectivement par les champs
de de´placements UF et US .
Comme le montre la figure 1.1, le volume fluide ΩF est de´limite´ par l’interface liquide-
gaz (surface libre Γ) ainsi que l’interface fluide-structure Σ. L’intersection de ces deux
interfaces est note´e γ. La courbe γ, aussi appelle´e ligne triple, repre´sente l’intersection des
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Figure 1.1 – Configuration du proble`me et pre´sentation des trois e´tats : naturel, a` l’e´qui-
libre et dynamique.
trois phases liquide-solide-gaz. La position du fluide est donne´e par le vecteur X avec :
X = X0 +UF ou` X0 repre´sente la position du fluide a` l’e´tat naturel. La structure a un
volume ΩS et l’interface solide-gaz est note´e ΣG. Σu repre´sente la surface sur laquelle sont
impose´es les e´ventuelles conditions aux limites en de´placement et Σf la surface sur laquelle
la structure vient eˆtre excite´e par des forces exte´rieures fext. On notera par la suite nΣ la
normale unitaire sortante du volume fluide au niveau de l’interface fluide-structure et nΓ
la normale unitaire sortante du volume fluide a` la surface libre.
On conside`re ici que la de´formation entre l’e´tat naturel et d’e´quilibre est infinite´simale
et les deux ge´ome´tries des e´tats sont confondus. Ces deux e´tats diffe´rent par la pre´sence
de pre´contraintes. Puisque l’e´tat dynamique est proche de l’e´tat d’e´quilibre on notera uF
et uS les petits de´placements du fluide et de la structure tels que US = US∗ + uS et
UF = UF∗ +uF . Les variables que l’on choisit pour de´crire le syste`me sont le potentiel de
de´placement du fluide et le de´placement de la structure. Puisque le liquide est conside´re´
irrotationnel, on a alors : uF =∇ϕ 1. Dans [78], on retrouve les e´quations locales line´ari-
se´es du proble`me couple´ e´crites a` partir des e´quations d’Euler line´arise´es. Pour un fluide
1. L’existence du potentiel ϕ n’est ve´rifie´e que sous certaines hypothe`ses restrictives sur le domaine ΩF ,
en particulier pour des domaines ΩF re´guliers et simplement connexes [25].
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homoge`ne et non visqueux, on a :
∆ϕ(t) = 0 sur sur Ω∗F (1.1)
∂ϕ
∂n∗Σ
= uS · nΣ∗ sur Σ∗ (1.2)
∂ϕ
∂iz
= − ϕ¨
g
+
pi(uS)
ρF g
sur Γ∗ (1.3)
ϕ(t = 0) = ϕini (1.4)
ϕ˙(t = 0) = ϕ˙ini (1.5)
La surface libre e´tant plane et horizontale, la normale n∗Γ est confondue avec le vecteur
unitaire vertical iz. Le scalaire t de´signe la variable du temps. Enfin, ϕ¨ de´signe la de´rive´e
seconde de ϕ. pi est une constante assurant l’unicite´ du potentiel ϕ. Soit l une forme line´aire
repre´sentant cette condition d’unicite´ sur ϕ telle que l(ϕ) = 0 et l(1) 6= 0. On conside`re
dans la suite la condition d’unicite´ l suivante l(ϕ) =
∫
Γ∗ ϕ dΓ.
En notant pE la fluctuation de pression eule´rienne dans le fluide, son expression est donne´e
par [78] :
pE = −ρF ϕ¨+ pi(uS) (1.6)
Ici, puisque la condition d’unicite´ l est fixe´e, on peut donner une expression de la constante
pi qui va s’e´crire :
pi(uS) = − ρ
F g
A(Γ)
∫
Σ∗
uS · n∗Σ dΣ (1.7)
A(Γ) de´signe l’aire de la surface libre. Pour une condition d’unicite´ quelconque l’expression
de pi se trouve dans [78].
On peut e´crire la formulation variationnelle du proble`me a` partir de la relation (1.1) que
l’on multiplie par une fonction test δϕ, en inte´grant sur Ω∗F puis en inte´grant par parties :
∀ t ∈ R+, ∃ ϕ ∈ C∗ϕ, ∀ δϕ ∈ C∗ϕ :∫
Ω∗F
∇ϕ.∇δϕ dΩF − 1
g
∫
Γ∗
ϕ¨ δϕ dΓ−
∫
Σ∗
uS · n∗Σ δϕ dΣ = 0
ϕ(t = 0) = ϕini , ϕ˙(t = 0) = ϕ˙ini (1.8)
Cϕ =
{
ϕ ∈ H1(Ω∗F )
}
repre´sente l’espace des solutions ϕ suffisamment re´gulie`res et C∗ϕ ={
ϕ ∈ Cϕ/
∫
Γ∗ ϕdΓ = 0
}
.
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Soit F , S et C les formes biline´aires de´finies par :
F (ϕ, δϕ) =
∫
Ω∗F
∇ϕ.∇δϕ dΩF (1.9)
S(ϕ¨, δϕ) =
1
g
∫
Γ∗
ϕ¨ δϕ dΓ (1.10)
C(uS , δϕ) =
∫
Σ∗
uS · n∗Σ δϕ dΣ (1.11)
ou` F est lie´ a` l’e´nergie cine´tique du liquide et S a` son e´nergie potentielle de ballottement.
C de´signe la forme biline´aire de couplage fluide-structure a` l’interface. Cette forme bili-
ne´aire de couplage intervient e´galement dans la formulation variationnelle de la structure
faiblement amortie que l’on e´crit :
∀ t ∈ R+, ∃ uS ∈ CUS ,∀ δuS ∈ CUS ,
KHydS (u
S , δuS) +MS(u¨S , δu
S) +C(ϕ¨, δuS) = fext(δu
S)
uS(t = 0) = uSini , u˙
S(t = 0) = u˙S ini (1.12)
ou` l’espace CUS est de´fini par CUS =
{
US ∈ H1(Ω∗S)3/US = 0 sur Σu
}
. MS est la forme
biline´aire de masse de la structure et KHydS repre´sente l’e´lastogravite´ qui contient l’ope´-
rateur de raideur de la structure auquel s’ajoute les ope´rateurs de pre´contrainte lie´s a` la
gravite´ [92]. On retrouve plus de de´tails sur cet ope´rateur dans la seconde partie du ma-
nuscrit.
Ainsi, les relations (1.8) et (1.12) permettent d’e´crire la formulation variationnelle du pro-
ble`me couple´ en (uS , ϕ) :
∀ t ∈ R+ : ∃(uS , ϕ) ∈ CUS × C∗ϕ, ∀(δuS , δϕ) ∈ CUS × C∗ϕ
F (ϕ, δϕ) + S(ϕ¨, δϕ)−C(uS , δϕ) = 0 (a)
KHydS (u
S , δuS) +MS(u¨S , δu
S) +C(ϕ¨, δuS) = fext(δu
S) (b)
ϕ(t = 0) = ϕini , ϕ˙(t = 0) = ϕ˙ini
uS(t = 0) = uSini , u˙
S(t = 0) = u˙Sini
(1.13)
On remarque que cette formulation n’est pas syme´trique. Une formulation syme´trique
e´quivalente peut eˆtre obtenue en utilisant la variable supple´mentaire η = uF · iz qui est le
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de´placement vertical de la surface libre du fluide [78].
Re´soudre le proble`me (1.13) pour une ge´ome´trie quelconque tridimensionnel ne´cessite
l’utilisation d’outils nume´riques. Le choix s’est porte´ sur la me´thode des E´le´ments Fi-
nis classique, dans la continuite´ des travaux ante´rieurs re´alise´s au de´partement DADS de
l’ONERA. Parmi les nombreux ouvrages de´taillant cette me´thode des E´le´ments Finis on
peut citer ceux de Zienkiewicz & Taylor [109], Ciarlet [22] et Bathe [10]. Des travaux trai-
tant le proble`me du point de vue Mathe´matique comme ceux de Bermu´dez et Rodr´ıguez
[12] permettent d’e´tablir la convergence des solutions e´le´ments finis et de proposer des
estimateurs d’erreur.
Des e´le´ments triangulaires sont le plus souvent utilise´s pour la discre´tisation des sur-
faces et des e´le´ments te´trae`driques pour le volume fluide. Ce maillage non structure´ est
ge´ne´re´ automatiquement par des logiciels de maillage. Pour repre´senter la structure, un
mode`le de plaque est choisi et les matrices de masse et de raideur associe´es sont ge´ne´re´es
par le logiciel NASTRAN c©.
Pour un triangle e´le´mentaire se, la ge´ome´trie et le champ inconnu seront interpole´s a`
l’inte´rieur de l’e´le´ment a` l’aide de fonctions de forme N1(Ξ), N2(Ξ) et N3(Ξ), ou` Ξ est
une parame´trisation bidimensionnelle de´crivant le triangle de re´fe´rence. On utilise ici les
meˆmes fonctions de forme pour interpoler la ge´ome´trie et les champs inconnus (e´le´ments
finis isoparame´triques). Les coordonne´es intrinse`ques seront note´es Ξ = (ξ1, ξ2) et on se
contentera ici de polynoˆmes du premier degre´, on aura donc N1 = 1− ξ1 − ξ2, N2 = ξ1 et
N3 = ξ2. Ainsi sur l’e´le´ment se, le vecteur position X
se de´crivant la ge´ome´trie, le champ
inconnu use et les champs test note´s e´galement δuse , seront discre´tise´s en e´crivant :
Xse = N(ξ1, ξ2) X
se , use = N(ξ1, ξ2) u
se et δuse = N(ξ1, ξ2) δu
se (1.14)
Xse , use et δuse sont alors les vecteurs colonnes de taille (9× 1) des valeurs aux nœuds du
triangle se de X
se , use et δuse . En regroupant les degre´s de liberte´ de chaque noeud (com-
posantes selon ix, iy, iz dans le repe`re globale) tout en respectant l’ordre conventionnel
de nume´rotation des nœuds du triangle, la matrice des fonctions de forme N va s’e´crire :
N(ξ1, ξ2) =
 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 00 N1 0 0 N2 0 0 N3 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3
 (1.15)
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De meˆme, pour un triangle e´le´mentaire se, les champs scalaires ϕ et δϕ, seront discre´tise´s
par :
ϕse =
[
N1 N2 N3
]
Φse et δϕse =
[
N1 N2 N3
]
δΦse (1.16)
ou` Φse et δΦse sont les vecteurs colonnes forme´s par les trois valeurs aux nœuds de ϕ et
δϕ. Pour l’ope´rateur volumique F , les e´le´ments finis utilise´s sont des te´trae`dres. Ainsi, les
champs scalaires ϕ et δϕ seront interpole´s sur un te´trae`dre e´le´mentaire ve par :
ϕve =
[
Nv1 N
v
2 N
v
3 N
v
4
]
Φve et δϕve =
[
Nv1 N
v
2 N
v
3 N
v
4
]
δΦve (1.17)
ou` Nv1 = 1 − ξ1 − ξ2 − ξ3, Nv2 = ξ1, Nv3 = ξ2 et Nv4 = ξ3, sont les fonctions d’interpola-
tion line´aires classiques pour un te´trae`dre, ou` les parame`tres ξi de´crivent le te´trae`dre de
re´fe´rence. Les vecteurs Φve et δΦve contiennent les 4 valeurs de ϕ et δϕ aux nœuds du
te´trae`dre. La ge´ome´trie est e´galement interpole´e dans le domaine liquide par ces meˆmes
fonctions de forme :Xve = Nve(ξ1, ξ2, ξ3) X
ve ou` Xve est le vecteur colonne de taille (12×1)
des valeurs aux nœuds du te´trae`dre ve de X
ve , en regroupant comme pre´ce´demment les
degre´s de liberte´ de chaque nœud, la matrice des fonctions de forme Nve a la forme :
Nve(ξ1, ξ2, ξ3) =
 Nv1 0 0 Nv2 0 0 Nv3 0 0 Nv4 0 00 Nv1 0 0 Nv2 0 0 Nv3 0 0 Nv4 0
0 0 Nv1 0 0 N
v
2 0 0 N
v
3 0 0 N
v
4
 (1.18)
On notera uS, uF et φ les inconnues nodales des champs uS , uF et ϕ. KHydS , MS, DS,
F, S et C sont les matrices associe´es aux ope´rateurs de meˆme nom. Le proble`me matriciel
va s’e´crire :  KHydS 0−CT F
( uS
φ
)
+
 MS C
0 S
 u¨S
φ¨
 = ( fext
0
)
(1.19)
Avec uS = 0 sur Σu, φ(t = 0) = φini, φ˙(t = 0) = φ˙ini, uS(t = 0) = uSini, u˙
S(t = 0) = u˙Sini
et LTφ = 0 ou` L est l’ope´rateur discre´tisant la condition
∫
Γ∗
ϕdΓ = 0.
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Chapitre 2
E´quations matricielles du mode`le
fluide-structure re´duit amorti
Ayant e´tabli les e´quations du syste`me couple´ fluide-structure conservatif 1.13, on pro-
pose ici de repre´senter l’amortissement du syste`me directement par un terme proportionnel
a` ϕ˙. L’ope´rateur introduit, note´ DF , repre´sente donc la conse´quence sur l’e´quation varia-
tionelle du fluide de l’ensemble des phe´nome`nes dissipatifs lie´s a` la viscosite´ du fluide. On
suppose par ailleurs que l’amortissement DS de la structure est connu et que les phe´no-
me`nes dissipatifs n’entraˆınent pas de couplage entre la de´formation du liquide et celle de
la structure. Le syste`me couple´ amorti s’e´crit donc :
∀ t ∈ R+ : ∃(uS , ϕ) ∈ CUS × C∗ϕ tels que ∀(δuS , δϕ) ∈ CUS × C∗ϕ
F (ϕ, δϕ) +DF (ϕ˙, δϕ) + S(ϕ¨, δϕ)−C(uS , δϕ) = 0 (a)
KHydS (u
S , δuS) +DS(u˙S , δu
S) +MS(u¨S , δu
S) +C(ϕ¨, δuS) = fext(δu
S) (b)
ϕ(t = 0) = ϕini , ϕ˙(t = 0) = ϕ˙ini
uS(t = 0) = uSini , u˙
S(t = 0) = u˙S ini
(2.1)
En gardant les meˆmes conditions initiales et conditions aux limites, l’e´quation matricielle
du proble`me couple´ dissipatif va donc s’e´crire : KHydS 0−CT F
( uS
φ
)
+
 DS 0
0 DF
 u˙S
φ˙
+
 MS C
0 S
 u¨S
φ¨
 = ( fext
0
)
(2.2)
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avec LTφ = 0.
L’introduction d’un ope´rateur d’amortissement directement dans l’e´quation en ϕ du fluide
suppose que malgre´ la pre´sence de viscosite´, le de´placement du fluide reste irrotationnel
presque partout. Nous reviendrons sur cette approximation au chapitre 4.
2.1 Mode`le re´duit de fluide ballotant
De la meˆme fac¸on que le comportement dynamique d’une structure peut eˆtre avanta-
geusement repre´sente´ au travers de ses modes propres vibratoires, de nombreux travaux
ante´rieurs ont montre´ que le mouvement d’un liquide ballotant peut eˆtre repre´sente´ par un
nombre restreint de modes de ballottement. Nous allons appliquer ce principe a` la re´ponse
amortie du fluide.
De´composition du potentiel de de´placement du fluide
Les oscillations harmoniques d’un fluide pesant et incompressible dans un re´servoir fixe
et rigide sont appele´s modes de ballottement.
Nous allons montrer qu’il est possible d’approximer la re´ponse amortie du fluide ϕ, avec
une bonne pre´cision, en utilisant une combinaison line´aire des modes de ballottement ϕi,
comple´te´e par une re´ponse quasi-statique ϕs a` la de´formation de la structure uS (voir Fig.
2.1) [78, 93] :
ϕ(t) = ϕs(uS) +
n∑
i=1
qi(t)ϕi (2.3)
qi est la coordonne´e ge´ne´ralise´e associe´e au mode ϕi.
Figure 2.1 – De´composition du potentiel de de´placement du fluide.
En prenant φs et φi les vecteurs d’inconnues nodales de ϕ
s et ϕi, la relation (2.3) peut
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s’e´crire matriciellement :
φ = φs + Φq (2.4)
ou` Φ est la matrice modale contenant les n modes se´lectionne´s {ϕi}i∈J1,nK. Le vecteur q
contient les coordonne´es ge´ne´ralise´es qi associe´es a` ces modes.
On utilisera dans cette e´tude soit une solution quasi-statique ϕs = ϕ0 la re´ponse hydro-
statique du fluide, soit ϕs = ϕ∞, la solution hydroe´lastique sans gravite´ [78].
Modes de ballottement
Les modes de ballottement sont donc calcule´s a` partir de la relation (a) du proble`me
conservatif (1.13) en prenant uS = 0. Ainsi, le proble`me aux valeurs propres associe´ va
s’e´crire :
Trouver (ϕi, λi) ∈ C∗ϕ × R / ∀δϕ ∈ C∗ϕ, F (ϕi, δϕ)− ω2iS(ϕi, δϕ) = 0 (2.5)
ou` ω2i est la pulsation propre associe´e au mode ϕi.
D’apre`s leurs expressions, les formes F et S sont syme´triques, semi-de´finies et positives,
il existe donc une infinite´ de solutions (ϕi, λi > 0) formant une base de l’espace C
∗
ϕ
1. Une
fois normalise´es, ces solutions ve´rifient les conditions d’orthogonalite´ suivantes :
F (ϕi, ϕj) = ρ
F
∫
Ω∗F
∇ϕi.∇ϕj dΩF = µiδi,j (2.6)
S(ϕi, ϕj) =
ρF
g
∫
Γ∗
ϕiϕj dΓ =
µi
ω2i
δi,j (2.7)
δi,j e´tant le symbole de Kronecker. On e´crira dans la suite la forme discre´tise´e de ces
relations de la manie`re suivante :
ΦT FΦ = Υ =

. . . 0
µi
0
. . .
 (2.8a)
ΦT SΦ = Υ Ω−2 =

. . . 0
µi
ω2i
0
. . .
 (2.8b)
1. Morand et Ohayon montrent que la condition
∫
Γ
ϕdΓ = 0 contenue dans C∗ϕ assure que ω
2
i 6= 0.
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Ω et Υ sont des matrices diagonales contenant respectivement ωi et µi.
On souhaite maintenant pouvoir exprimer la quantite´ ΦT DFΦ. Plutoˆt que d’introduire
la viscosite´ directement dans les e´quaions locales du fluide pour tenter de construire in-
te´gralement l’ope´rateur DF , on propose ici d’adopter un mode`le simple qui est celui de
l’amortissement diagonal de Caughey [19] qui est une ge´ne´ralisation de l’amortissement
proportionnel propose´ par Rayleigh. Pour une justification physique et une description
d’un mode`le rhe´ologique e´quivalent au mode`le de Rayleigh, on pourra se re´fe´rer aux tra-
vaux de Semblat [95].
Ainsi, dans la matrice ΦT DFΦ, les termes diagonaux sont pre´ponde´rants et les termes
hors diagonaux ne´gligeables :
ΦT DFΦ '

. . . 0
di
0
. . .

Cette hypothe`se d’amortissement diagonal consistant a` conside´rer qu’il n’y a pas de
couplage entre les modes par l’amortissement est aussi appele´e hypothe`se de Basile. On
peut montrer qu’elle est valable tant que les pics de re´sonance associe´s a` chacun des modes
sont bien se´pare´s, c’est a` dire que la largeur de chaque pic (e´gale, a` mi-hauteur, a` 2 di ωi,
ωi e´tant sa pulsation) est petite devant la distance entre les pics, ce que l’on peut re´sumer
par le crite`re de se´paration des fre´quences suivant [42, 105] :
∀ α ∈ J1..NK, di ωi  |ωi − ωi±1| (2.9)
Cette approximation est ge´ne´ralement valable pour des amortissements faibles ce qui limite
ce mode`le au cas des liquides faiblement visqueux. Dans le cas de groupes de modes qui
ne ve´rifieraient pas le crite`re (2.9), il reste possible de conside´rer un mode`le de matrice
d’amortissement modal par blocs [7].
Par analogie, F et S jouant le roˆle respectivement d’ope´rateurs de raideur et de masse du
fluide, on e´crit la matrice DF sous la forme suivante :
DF =
Nc−1∑
j=0
aj(FS
−1)jS (2.10)
La matrice DF e´crite sous cette forme est syme´trique et diagonalisable dans la base des
modes propres re´els de ballottement du fluide (on reviendra dans la section 3.1.1 sur les
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notions de modes re´els et dans l’annexe A sur l’amortissement de Caughey).
Dans un premier temps, on remarque qu’il est possible de de´montrer la relation suivante
par re´currence :
ΦT
(
F S−1
)i
= Ω2i ΦT (2.11)
Puis, en utilisant l’expression de la matrice DF dans (2.10), on a :
ΦT DFΦ =
m−1∑
i=0
ai Φ
T
(
F S−1
)i
S Φ
= Υ
m−1∑
i=0
ai Ω
2(i−1) (2.12)
Pour simplifier cette expression, on introduit le facteur ζi de´fini par :
∀ i ∈ J1..nK, 2ζi = 1ωi
m−1∑
j=0
aj ω
2j
i (2.13)
ou` ζi est le coefficient d’amortissement modale associe´ a` ϕi. Cette relation peut s’e´crire
sous la forme matricielle suivante :
2Z = Ω−1
m−1∑
i=0
ai Ω
2i (2.14)
ou` Z est une matrice diagonale contenant les coefficients ζi. Il est donc possible d’obtenir
a` partir de (2.12) et (2.14), une expression de la matrice diagonale ΦT DFΦ :
ΦT DFΦ = 2 Υ Ω
−1 Z (2.15)
Relations conjugue´es
Afin de pouvoir utiliser la de´composition (2.3) pour projeter l’e´quation du fluide, on
doit maintenant exprimer les relations conjugue´es entre ϕs (ϕ0 ou ϕ∞) et ϕi par rapport
aux ope´rateurs F et S : F (ϕ0, ϕi), S(ϕ0, ϕi), F (ϕ∞, ϕi) et S(ϕ∞, ϕi).
On remarque dans un premier temps que la formulation variationnelle du proble`me quasi
statique peut eˆtre obtenue a` partir de la relation (a) du proble`me conservatif (1.13) en
prenant ϕ¨ = 0 :
∀ t ∈ R+ : ∃ ϕ0 ∈ C∗ϕ / ∀δϕ ∈ C∗ϕ, F (ϕ0, δϕ) = C(uS , δϕ) (2.16)
39
2.1. MODE`LE RE´DUIT DE FLUIDE BALLOTANT
En prenant δϕ = ϕi, avec ϕi ∈ C∗ϕ on a :
F (ϕ0, ϕi) = C(u
S , ϕi) (2.17)
Pour obtenir la seconde relation conjugue´e, on applique dans un premier temps la formule
de Green (voir Annexe J) :∫
Ω∗F
(ϕ0∆ϕi − ϕi∆ϕ0) dΩ =
∫
∂Ω∗F
(ϕ0 (∇ϕi · n)− ϕi (∇ϕ0 · n)) dΣ (2.18)
Pour les potentiels ϕi et ϕ0, respectivement solutions du proble`me aux valeurs propres et
du proble`me quasi-statique, l’incompressibilite´ du fluide se traduit par ∆ϕi = ∆ϕ0 = 0.
On a donc : ∫
Γ∗
(
ϕ0
∂ϕi
∂iz
− ϕi∂ϕ0
∂iz
)
dΓ +
∫
Σ∗
(
ϕ0
∂ϕi
∂nΣ
− ϕi ∂ϕ0
∂nΣ
)
dΣ = 0 (2.19)
Puisque les modes de ballottement sont calcule´s pour une structure rigide, on a
∂ϕi
∂nΣ
= 0.
Pour la solution quasi-statique, la continuite´ des de´placements a` l’interface fluide-structure
s’e´crit :
∂ϕ0
∂nΣ
= uS · nΣ. De plus, pour la solution quasi-statique, la surface libre e´tant
horizontale, son de´placement est constant en tout point et puisque ϕi ∈ C∗ϕ on a :∫
Γ∗
ϕi
∂ϕ0
∂iz
dΓ = 0 (2.20)
Enfin, d’apre`s (1.3) et (1.7), on a :
∂ϕi
∂iz
=
ω2i
g
ϕi (2.21)
La relation (2.19) donne donc :∫
Γ∗
ϕ0
ω2i
g
ϕi dΓ−
∫
Σ∗
ϕi u
S · nΣ dΣ = 0 (2.22)
Ce qui donne la seconde relation conjugue´e :
S(ϕ0, ϕi) =
1
ω2i
C(uS , ϕi) (2.23)
De meˆme on peut de´montrer les relations de conjuguaison pour ϕ∞. Par de´finition, ϕ∞
est de´fini par le proble`me suivant [78] :
∆ϕ∞ = 0 sur Ω∗F (a)
∂ϕ∞
∂n∗Σ
= uS · n∗Σ sur Σ∗ (b)
ϕ∞ = 0 sur Γ∗ (c)
(2.24)
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On a donc directement d’apre`s l’expression de l’ope´rateur S la relation suivante :
S(ϕ∞, ϕi) = 0 (2.25)
A` partir du proble`me (2.24), on peut e´crire la formulation variationnelle que ve´rifie la
solution ϕ∞, en introduisant l’espace C0ϕ de´fini par C0ϕ = {ϕ ∈ Cϕ / ϕ = 0 sur Γ}, on a :
∃ ϕ∞ ∈ C0ϕ, ∀ δϕ ∈ Cϕ :
F (ϕ∞, δϕ) +C(uS , δϕ)−
∫
Γ∗
∂ϕ∞
∂iz
δϕdΓ = 0 (2.26)
De plus, de meˆme que pour ϕ0, en utilisant la formule de Green on obtient la relation
suivante : ∫
Γ∗
ϕi
∂ϕ∞
∂iz
= −
∫
Σ∗
uS · nΣ ϕi (2.27)
En prenant dans (2.26) δϕ = ϕi, ϕi ∈ Cϕ, et en utilisant la relation (2.27), on en de´duit :
F (ϕ∞, ϕi) = 0 (2.28)
La forme discre´tise´e des expressions (2.17), (2.23),(2.25) et (2.28) s’e´crit alors :
ΦT Sφ0 = Ω
−2 ΦT CT uS (2.29)
ΦT Fφ0 = Φ
T CT uS (2.30)
ΦT Sφ∞ = 0 (2.31)
ΦT Fφ∞ = 0 (2.32)
Ces relations permettent alors d’e´crire les termes d’amortissement ΦT DFφ0 et Φ
T DFφ∞ :
ΦT DFφ0 =
m−1∑
i=0
ai Φ
T
(
F S−1
)i
S φ0
=
m−1∑
i=0
ai Ω
2i ΦT S φ0
=
m−1∑
i=0
ai Ω
2(i−1) ΦT C uS
= 2 Ω−1 Z ΦT CT uS (2.33)
et
ΦT DFφ∞ =
m−1∑
i=0
ai Ω
2i ΦT S φ∞ = 0 (2.34)
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2.2 E´quations re´duites du syste`me couple´
En utilisant la de´composition du potentiel fluide (2.4), les conditions d’orthogonalite´
(2.8), (2.12) ainsi que les relations de conjuguaison (2.29), (2.30), (2.33) et (2.34), on
projette le syste`me (2.1) afin d’obtenir l’e´quation du syste`me re´duit. On note alors ψ la
nouvelle inconnue du proble`me : ψ = (uS ,q).
Les re´ponses ϕ0 et ϕ∞ sont des fonctions line´aires du de´placement de la structure uS .
Ainsi, on peut de´finir les ope´rateurs biline´aires MF0 et M
F∞ de la manie`re suivante :
MF0 (u
S , δuS) = C
(
ϕ0(u
S), δuS
)
(2.35)
MF∞(u
S , δuS) = C
(
ϕ∞(uS), δuS
)
(2.36)
Ayant les proprie´te´s d’un ope´rateur de masse, ces ope´rateurs sont e´galement appele´s ope´-
rateurs de masse ajoute´e (respectivement ”hydrostatique” et ”hydroe´lastique”)[78]. La for-
mulation matricielle de ces relations e´tant donne´e par :
δuS
T
MF0u
S = δuS
T
Cφ0(u
S) (2.37)
δuS
T
MF∞u
S = δuS
T
Cφ∞(uS) (2.38)
Mode`le re´duit avec φ0
L’e´quation matricielle du syste`me re´duit pour une projection avec φ = φ0 + Φκ peut
s’e´crire :[
KHydS 0
0 Υ Ω2
](
uS
κ
)
+
[
DS 0
2ΩZ ΦT CT 2ΥΩZ
](
u˙S
κ˙
)
+ ...
...
[
MS + M
F
0 CΦ
ΦT CT Υ
](
u¨S
κ¨
)
=
(
fext
0
)
(2.39)
Mode`le re´duit avec φ∞
Pour une projection a` l’aide de φ∞, on va obtenir l’e´quation matricielle suivante :[
KHydS 0
−Ω2ΦTCT Υ Ω2
](
uS
τ
)
+
[
DS 0
0 2ΥΩZ
](
u˙S
τ˙
)
+ ...
...
[
MS + M
F
∞ CΦ
0 Υ
](
u¨S
τ¨
)
=
(
fext
0
)
(2.40)
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Une expression e´quivalente peut eˆtre e´tablie : en multipliant la deuxie`me ligne du proble`me
(2.40) par Υ−1CΦ, on peut obtenir l’expression de CΦκ¨ que l’on remplace dans la premie`re
ligne afin de syme´triser les ope´rateurs de raideur et de masse du proble`me couple´, on a
alors :
[
KHydS + CΦ
TΥ−1Ω2ΦCT −CΦΩ2
−Ω2ΦTCT Υ Ω2
](
uS
τ
)
+
[
DS −2CΦΩZ
0 2ΥΩZ
](
u˙S
τ˙
)
+ ...
...
[
MS + M
F
∞ 0
0 Υ
](
u¨S
τ¨
)
=
(
fext
0
)
(2.41)
On remarque que puisque ϕs ∈ C∗ϕ et ϕi ∈ C∗ϕ, alors ϕ = ϕs +
∑n
i=1 ϕiqi appartient
aussi a` C∗ϕ et donc la condition sur la variable discre´tise´e LTφ = 0 du proble`me (2.2) est
toujours ve´rifie´e et n’apparaˆıt pas dans l’e´criture du mode`le re´duit.
2.3 Comparaison entre mode`le couple´ re´duit et mode`le com-
plet
Afin de valider le mode`le re´duit par rapport au mode`le complet (2.2), on choisit la
formulation (2.40) avec la solution hydroe´lastique φ∞ et on compare les re´ponses en fre´-
quence obtenues par les deux mode`les.
Dans le cas du mode`le re´duit, on e´crira la matrice de raideur, d’amortissement, et de masse
du syste`me couple´ a` l’aide du symbole ’∧’. Il s’agit donc de re´soudre le proble`me suivant :
K̂ψ(t) + D̂ψ˙(t) + M̂ψ¨(t) = F̂(t) (2.42)
ψ(t = 0) = ψini =
(
uSini
qini
)
ψ˙(t = 0) = ψini
′
=
(
uS
′
ini
q
′
ini
)
F̂(t) e´tant la force exte´rieure applique´e sur le syste`me. On de´duit qini et q
′
ini a` partir de
ϕini et ϕ
′
ini par la relation (2.4).
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On se propose d’obtenir ψ(t) en se plac¸ant dans le domaine de Laplace :
L [ψ(t)] = ψ(s) (2.43)
L
[
ψ˙(t)
]
= sψ(s)−ψini (2.44)
L
[
ψ¨(t)
]
= s2ψ(s)− sψini − ψ˙ini (2.45)
L
[
F̂(t)
]
= F̂(s) (2.46)
Ou` s est la variable complexe de Laplace. On obtient alors l’e´quation :(
s2M̂ + sD̂ + K̂
)
︸ ︷︷ ︸
Ĝ(s)
ψ(s) = F̂(s) + (D̂ + sM̂)ψini + M̂ψ˙ini︸ ︷︷ ︸
Conditions Initiales
(2.47)
La re´ponse directe en fre´quence s’obtient en inversant la matrice Ĝ pour chaque fre´quence
f souhaite´e en prenant s = i2pif . Pour des conditions initiales nulles, on compare donc la
re´sponse directe en fre´quence obtenue a` partir du syste`me re´duit et du syste`me complet
que l’on rappelle ici :
Complet :([
KHydS 0
−CT F
]
+ s
[
DS 0
0 DF
]
+ s2
[
MS C
0 S
])(
uS
φ
)
=
(
fext
0
)
Re´duit :([
KHydS 0
−Ω2ΦTCT Υ Ω2
]
+ s
[
DS 0
0 2ΥΩZ
]
+ s2
[
MS + M
F
∞ CΦ
0 Υ
])(
uS
τ
)
=
(
fext
0
)
(2.48)
Pour cette validation, on conside`re un amortissement simplifie´ de type Rayleigh que l’on de´-
fini pour l’e´quation du fluide en prenantDF = a0S+a1F . On peut ainsi comparer les deux
syste`mes, la matrice DF et Z e´tant lie´e par la relation (2.15) : Z =
1
2
(
a0Ω
−1 + a1Ω
)
. 2
Le cas test choisi est une cuve paralle´le´pipe`dique. Ce re´servoir est rigide mais il est
autorise´ a` se de´placer suivant l’axe longitudinal uniquement. Un ressort de 1000 [N/m]
2. On donne dans l’Annexe A la relation entre les pulsations propres et les coefficients d’amortissement
associe´s aux modes de ballottement. En conside´rant les deux premiers modes, on obtient un syste`me de
deux e´quations dont les deux inconnues sont a0 et a1.
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dans cette direction est place´ au point A (voir Fig. 2.2) et lie´ a` un baˆti rigide, immobile. On
ne conside`re pas dans cet exemple d’amortissement de la structure et seul l’amortissement
du fluide est pris en compte via l’amortissement modal des modes de ballottement. Les
caracte´ristiques de la cuve sont donne´es par le tableau 2.3. L’excitation se fait au point A
et dans la direction longitudinale (voir fig.2.2).
Figure 2.2 – Ge´ome´trie de la cuve.
Hauteur 0.15 [m]
Longueur 0.83 [m]
Largeur 0.22 [m]
E´paisseur plaque 10−3 [m]
Module d’Young 2.1 1011 [Pa]
Figure 2.3 – Caracte´ristiques de la Cuve.
La figure 2.4 pre´sente quelques exemples de modes couple´s du syste`me calcule´ a` partir
du mode`le re´duit (2.40). On repre´sente a` l’aide d’un diagramme en barre la participation
des 48 premiers modes de ballottement selectionne´s dans le mode`le re´duit a` chacun des
modes couple´s en affichant la valeur des coordonne´es ge´ne´ralise´es τi.
Comme on peut le constater, pour un proble`me aussi simple, chaque mode du syste`me
couple´ correspond au couplage entre le mode de vibration du ressort avec un mode de
ballottement longitudinal du liquide. On s’inte´resse ici au de´placement du point A dans le
domaine fre´quentiel. La figure 2.6 pre´sente la comparaison entre le mode`le complet et le
mode`le re´duit quand on fait varier le nombre de modes de ballottement que l’on conside`re
dans la base de projection : 10, 30, 50 et 80 modes. La gamme de fre´quence recouverte par
les modes de ballottement conside´re´s dans chacune des bases est donne´e par le tableau 2.5.
Le syste`me sans mode de ballottement est e´galement repre´sente´, cette courbe permet de
montrer que pour cette cuve, il n’y a qu’un seul mode de structure a` environ 2 Hz (celui
du ressort) qui va se coupler avec les modes de ballottement sur l’intervale de fre´quence
que l’on observe (ici 0 − 5 Hz). Les proprie´te´s de la structure sont telles que celle-ci peut
eˆtre conside´re´e comme rigide et ce mode correspond au syste`me “re´servoir + ressort”. De
plus, les conditions aux limites viennent e´liminer les modes qui ne sont pas longitudinaux
(par exemple les modes 25, 28 de la Fig. 2.4).
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(a) Mode 1 - 0.4004 Hz (b) Mode 2 - 0.4566 Hz
(c) Mode 25 - 1.038 Hz (d) Mode 28 - 1.0945 Hz
Figure 2.4 – Modes propres couple´s de la cuve avec la participation des modes de ballot-
tement (coordonne´es ge´ne´ralise´es). Pour ce mode`le, les modes couple´s ne font intervenir en
ge´ne´ral qu’un seul mode de ballottement. La couleur du fluide est donne´e par sa pression
en tout point.
Nombre de modes de ballottement calcule´s Gamme (Hz)
10 0 − 2.2
30 0 − 3.3
50 0 − 3.85
80 0 − 4.5
Figure 2.5 – Gamme de fre´quence des bases de modes de ballottement conside´re´s.
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On constate que la courbe du mode`le re´duit et du mode`le complet se superposent bien
dans la gamme de fre´quence des modes de ballottement se´lectionne´s. Ainsi, si l’on veut
correctement repre´senter le syste`me sur une gamme de fre´quence donne´e, il faudrait cal-
culer l’ensemble des modes de ballottement sur cette gamme de fre´quence, ce qui n’est
pas possible car la densite´ modale augmente fortement avec la fre´quence. On remarque
sur le mode`le complet que l’influence des modes de ballottement de plus haute fre´quence
devient quasiment nulle ce qui fait qu’en pratique, entre 30 et 50 modes suffisent pour bien
repre´senter le mode`le complet.
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Figure 2.6 – Re´ponse en fre´quence (amplitude du de´placement) donne´e au point A dans
la direction longitudinale entre le mode`le re´duit (courbe bleu) et le mode`le complet (courbe
rouge) avec 10, 30, 50 et 80 modes de ballottement pour un effort unitaire en A et dans la
meˆme direction.
48
Chapitre 3
Re´solution par une me´thode de
synthe`se modale complexe
3.1 Modes complexes du syste`me couple´ fluide-structure re´-
duit amorti
On s’inte´resse ici au proble`me aux valeurs propres du second ordre pour des matrices
de raideur, d’amortissement et de masse (K̂, D̂, M̂) re´elles, associe´es aux proble`mes couple´s
re´duits pre´sente´s dans la partie 2.2, ou` au moins une des matrices (K̂, D̂, M̂) n’est pas
syme´trique. Les solutions a` droite et a` gauche sont donc diffe´rentes et deux proble`mes aux
valeurs propres peuvent eˆtre e´crits de la fac¸on suivante :
Trouver (xi, λi) tels que : (λ
2
i M̂ + λiD̂ + K̂)xi = 0 xi 6= 0 (3.1)
Trouver (yi, λi) tels que : y
∗
i (λ
2
i M̂ + λiD̂ + K̂) = 0 yi 6= 0 (3.2)
xi, yi et λi sont respectivement les modes propres a` droite, a` gauche et leurs valeurs
propres associe´es, y∗i e´tant la transpose´e conjugue´e de yi. λi, xi et yi sont complexes. Les
proprie´te´s des vecteurs et valeurs propres vont notamment de´pendre des proprie´te´s de la
matrice d’amortissement D̂. On distingue quatre types d’amortissement diffe´rents les plus
couramment utilise´s :
– Amortissement non classique
– Amortissement visqueux
– Amortissement proportionnel
– Amortissement structural
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On ne traite ici que l’amortissement non classique qui nous concerne directement, les trois
autres types sont pre´sente´s dans l’Annexe A.
3.1.1 Transformation en un proble`me aux valeurs propres du premier
ordre
Dans le cas ou` D̂ = 0 : on se rame`ne facilement a` un proble`me aux valeurs propres
ge´ne´ralise´ du premier ordre en prenant λ2i = −pi.
Trouver (xi, λi) tels que : (K̂− piM̂)xi = 0 xi 6= 0 (3.3)
pi et xi sont les valeurs et vecteurs propres. Lorsque K̂ et M̂ sont syme´triques positives de
taille N ×N on peut trouver au maximum N valeurs propres par re´solution de l’e´quation
caracte´ristique det(K̂− pM̂) = 0, polynoˆme en p a` coefficients re´els de degre´ N . Si de plus
M̂ est de´finie positive, il existe N solutions p1, .., pN re´elles positives (et donc 2N solutions
λ1, .., λ2N imaginaires pures deux a` deux conjugue´es ) et les vecteurs x1, ..,xN
1 sont re´els
et forment une base orthogonale par rapport au produit scalaire de´fini par :
(xi,xj)M = xj
TM̂xi (3.4)
On pose classiquement : λi = iωi ou` ωi est la pulsation propre re´elle du mode conservatif.
Ainsi, la matrice x contenant les vecteurs propres xi diagonalise simultane´ment les matrices
K̂ et M̂ avec :
xTM̂x = µ et xTK̂x = µp (3.5)
p et µ sont des matrices diagonales. p contient les valeurs propres pi = ω2i et µ contient
les masses modales µi.
Dans un cas plus ge´ne´ral ou` D̂ est une matrice non nulle : les modes complexes xi et yi
solutions de (3.1) et (3.2) ne diagonalisent pas ne´cessairement les matrices K̂, M̂ et D̂, ce qui
les rend difficilement exploitables dans une me´thode de synthe`se modale. Il est cependant
possible de transformer ce syste`me pour se ramener a` un syste`me du premier ordre en
passant dans l’espace d’e´tats [72, 56]. Cette transformation permet de passer d’un proble`me
aux valeurs propres quadratique a` un proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´ du premier
1. Le mode xi est a` la fois vecteur propre de λi et λ¯i
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ordre mais de taille double dont les modes propres ont des proprie´te´s d’orthogonalite´. Soit
Θ la variable d’e´tats de´finie par :
Θ(t) =
(
ψ(t)
ψ˙(t)
)
(3.6)
Le proble`me d’ordre deux (2.42) se re´e´crit :
BΘ˙(t)− AΘ(t) = CF̂ , Θ(t = 0) = Θini =
(
ψini
ψ
′
ini
)
(3.7)
Avec :
B =
[
−K̂ 0
0 M̂
]
A =
[
0 −K̂
−K̂ −D̂
]
C =
[
0
I
]
I e´tant la matrice identite´. Puisque au moins une des matrices (M̂, K̂, D̂) n’est pas sy-
me´trique, le proble`me (3.7) ne l’est pas non plus et les proble`mes aux valeurs propres a`
gauche et a` droite vont s’e´crire :
Trouver (Xi, λi) tels que : (λiB− A)Xi = 0 Xi 6= 0 (3.8)
Trouver (Yi, λi) tels que : Y
∗
i (λiB− A) = 0 Yi 6= 0 (3.9)
Ces proble`mes sont des proble`mes aux valeurs propres ge´ne´ralise´s du premier ordre et de
taille double, e´quivalents aux proble`mes (3.1) et (3.2), et leurs valeurs propres λi sont
donc identiques. Il existe diffe´rents moyens de construire les matrices A et B [98], la forme
choisie ici va permettre d’e´crire la relation simple suivante entre les vecteurs propres (xi,
yi) et (Yi,Xi) :
Xi =
(
xi
λixi
)
Yi =
(
yi
λ¯iyi
)
(3.10)
λ¯i e´tant la valeur conjugue´e de λi. On ve´rifie en effet facilement qu’en de´veloppant (3.8)
et (3.9) avec les relations (3.10), on obtient bien sur le bloc supe´rieur les proble`mes (3.1)
et (3.2).
3.1.2 Proprie´te´ des modes doubles
Soit P (λ) le polynoˆme matriciel de degre´ 2 de´fini par :
P (λ) = λ2M̂ + λD̂ + K̂ (3.11)
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λ e´tant une variable complexe. On note S(P ) le spectre de P (λ) avec :
S(P ) = {λ ∈ C, det(P (λ)) = 0} (3.12)
S(P ) contient donc les valeurs propres solutions de l’e´quation (3.1). Le polynoˆme caracte´-
ristique est de´finie par det(P (p)).
P (λ) est de taille N ×N et de degre´ 2 et le terme de plus haut degre´ du polynoˆme carac-
te´ristique est donne´ par det(M̂)p2N . Si la matrice M̂ est non singulie`re, P (λ) admet 2N
valeurs propres dans C. Lorsque M̂ est de rang r, P (λ) admet r valeurs propres dans C
avec r < 2N et 2N − r valeurs propres infinies.
Il est a` noter que P (λ) peut avoir deux valeurs propres distinctes pour un meˆme vecteur
propre, dans ce cas, le nombre de vecteurs propres inde´pendants sera infe´rieur a` 2N [44].
Dans notre cas d’e´tude, les matrices K̂, M̂, et D̂ sont re´elles, le spectre de P (λ) est alors sy-
me´trique par rapport a` l’axe des abscisses du plan complexe : les valeurs propres sont donc
re´elles ou apparaissent par paires complexes conjugue´es. Si les valeurs propres complexes
sont associe´es aux modes de vibration, les valeurs propres re´elles sont souvent associe´es a`
un amortissement modal ξi dit surcritique ou bien a` une loi de comportement particulie`re
comme pour les solides viscoe´lastiques que l’on ne conside`re pas ici. Le syste`me que l’on
e´tudie e´tant faiblement amorti, seules les solutions complexes conjugue´es sont prises en
compte.
Dans la suite, la matrice modale x est de taille N × m et contient les vecteurs propres
xi solutions du proble`me (3.1) a` partie imaginaire positive avec i ∈ J1,mK, 2m e´tant le
nombre de modes xi calcule´s. Ainsi, la base (x1, ...,x2m) que l’on conside`re est telle que
(xm+1, ...,x2m) = (x¯1, ..., x¯m). De meˆme, y contient les yi a` partie imaginaire positive et
λ une matrice diagonale contenant les m valeurs propres correspondantes.
Les vecteurs Xi et Yi qui se construisent a` partir de xi et yi vont avoir des proprie´te´s
remarquables qui vont nous permettre de simplifier et de re´soudre le syste`me (3.7). Soit
X et Y les matrices modales contenant les vecteurs Xi et Yi, on peut e´crire X et Y en
fonction de x et y d’apre`s la relation (3.10) :
X =
[
x x¯
xλ x¯λ¯
]
Y =
[
y y¯
yλ¯ y¯λ
]
(3.13)
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On suppose ici que les valeurs propres sont distinctes. En pratique, meˆme si le syste`me
a des proprie´te´s de syme´trie et est donc susceptible d’avoir des valeurs propres doubles,
la discre´tisation par e´le´ments finis rompt cette syme´trie et les valeurs propres du syste`me
sont toutes uniques (mais regroupables par deux).
Dans ces conditions, les vecteurs propres Xi et Yi sont dits bi-orthogonaux par rapport
aux matrices A et B qui sont alors diagonalisables a` l’aide des matrices modales X et Y
[98, 89], et on notera :
Y∗BX = MB =
[
ΥB 0
0 Υ¯B
]
et Y∗AX = MBΛ =
[
ΥBλ 0
0 Υ¯Bλ¯
]
(3.14)
3.1.3 Exemple de calcul des modes complexes d’une cuve axisyme´trique
Afin d’illustrer sur un cas test le calcul de modes propres complexes, on conside`re
une cuve cylindrique de´formable remplie a` ras bord avec de l’eau. Ce cas simple permet
notamment de s’inte´resser aux re´servoirs axisyme´triques ayant des valeurs propres doubles
en the´orie comme c’est le cas pour une majorite´e de re´servoirs. Le fond de la cuve est
maintenu de fac¸on a` bloquer les mouvements de corps rigide. La structure e´tant repre´sente´e
par un mode`le de plaque (voir Fig. 3.1).
Figure 3.1 – Ge´ome´trie.
Hauteur 2 [m]
Rayon 2 [m]
E´paisseur plaque 5.10−3 [m]
Module d’Young 2.1011 [Pa]
Figure 3.2 – Caracte´ristiques de la Cuve.
Les modes complexes sont calcule´s a` l’aide du logiciel NASTRAN c©en utilisant le
language DMAP afin de modifier la Solution 107 : ”Solution Sequence Direct Complexe
Eigenvalue”. L’algorithme de Lanczos complexe par bloc est alors utilise´. Le maillage du
fluide et de la structure sont ici co¨ıncidents.
Le tableau 3.3 repre´sente les premie`res valeurs propres obtenues, ainsi que la fre´quence
propre associe´e et la figure 3.4 pre´sente quelques exemples de modes couple´s obtenus
a` partir du mode`le re´duit (2.40). Pour chacun des modes complexes, on repre´sente a`
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l’aide d’un diagramme la participation des diffe´rents modes de ballottement que l’on prend
en compte (ici 48 modes sont utilise´s dans la matrice Φ) en repre´santant la valeur des
coordonne´es ge´ne´ralise´es.
Indice Valeur propre Valeur propre Fre´quence propre (Hz) Mode associe´
1 -0.000003 + i*2.515683 0.400383 1
2 -0.000003 - i*2.515683 0.400383 1
3 -0.005341 + i*2.868858 0.456592 2
4 -0.005341 - i*2.868858 0.456592 2
5 -0.005345 - i*2.870555 0.456863 2
6 -0.005345 + i*2.870555 0.456863 2
7 -0.006045 + i*3.624131 0.576798 3
8 -0.006045 - i*3.624131 0.576798 3
9 -0.006050 - i*3.625230 0.576973 3
10 -0.006050 + i*3.625230 0.576973 3
Figure 3.3 – Premie`res valeurs propres du syste`me couple´.
Ainsi, on remarque que pour les modes axi-syme´triques comme le mode 1, deux valeurs
propres conjugue´es sont calcule´es et pour les autres modes qui sont des modes doubles on
calcule 4 valeurs propres comme par exemple pour le mode 2 et 3 qui ont la meˆme de´forme´e
modale mais oriente´s diffe´remment. Leur fre´quence propre qui en the´orie est identique
diffe`re le´ge`rement.
On remarque de plus que pour calculer correctement le mode couple´ 28, qui fait intervenir
principalement trois modes de ballottement, il faut suffisamment enrichir la base de modes
de ballottement.
3.2 Re´ponse fre´quentielle par synthe`se modale complexe
Il s’agit maintenant de construire la re´ponse temporelle et la re´ponse fre´quentielle a`
l’aide des modes propres complexes du syste`me couple´.
Un moyen d’obtenir la re´ponse fre´quentielle consiste a` utiliser les modes re´els xi du syste`me
conservatif associe´ aux formulations (2.39) ou (2.41). Ainsi, pour des conditions initiales
nulles, la relation (2.47) s’e´crit apre`s projection sur les modes re´els :(
s2xTM̂x + sxTD̂x + xTK̂x
)
r = xTF̂(s) avec ψ = xr (3.15)
D’apre`s les proprie´te´s d’orthogonalite´ des modes re´els calcule´s a` partir de K̂ et M̂,
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(a) Mode 1 - 0.4004 Hz (b) Mode 2 - 0.4566 Hz
(c) Mode 3 - 0.4569 Hz (d) Mode 15 - 0.91749 Hz
(e) Mode 25 - 1.038 Hz (f) Mode 28 - 1.0945 Hz
Figure 3.4 – Modes propres couple´s de la cuve avec la participation des modes de ballot-
tement (coordonne´es ge´ne´ralise´es). La couleur du fluide est donne´e par la fluctuation de
sa pression en tout point.
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xTM̂x et xTK̂x sont diagonales alors que xTD̂x est une matrice pleine.
Il est alors possible de calculer la re´ponse directe en fre´quence. Cette solution est moins
couˆteuse qu’une re´ponse directe en fre´quence du syste`me complet car la projection va
conside´rablement re´duire la taille du syste`me. Cependant, en utilisant cette me´thode on
ne peut pas e´crire la re´ponse fre´quentielle de manie`re analytique. L’utilisation des modes
complexes a l’avantage de mener a` une formule analytique des re´ponses fre´quentielles et
temporelles pour certains types d’excitations comme on pourra le voir. C’est cette me´thode
que l’on pre´sente ici, en utilisant les vecteurs propres complexes calcule´s pre´ce´demment.
On re´sout donc l’e´quation (3.7) dans le domaine de Laplace avec :
L [Θ(t)] = Θ(s) (3.16)
afin d’exprimer la re´ponse fre´quentielle du syste`me.
3.2.1 Re´ponse impulsionnelle
On utilise alors une me´thode de projection de Petrov-Galerkin dans laquelle, Θ est
projete´ sur la base des modes propres a` droiteXi, et les e´quations du syste`me sont projete´es
sur les modes propres a` gauche Yi (de´finis par (3.10)) :
Θ(s) =
2m∑
i=1
XiQi(s) (3.17)
2m e´tant le nombre de modes complexes conjugue´s se´le´ctionne´s 2. Qi e´tant la coordonne´e
ge´ne´ralise´e associe´e au vecteur propre Xi. On note Q le vecteur contenant les coefficients
Qi. D’ou` :
Θ(s) = XQ(s) (3.18)
De plus : L
[
Θ˙(t)
]
= sΘ(s)−Θini = sXQ(s)− XQini (3.19)
L
[
F̂(t)
]
= F̂(s) (3.20)
En pre´multipliant les e´quations par Y∗, on a :
Y∗(sB− A)XQ(s) = Y∗CF̂(s) + Y∗BΘini (3.21)
2. L’erreur introduite par la troncature modale sera traite´e dans la section suivante.
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Les relations de biorthogonalite´ de´crites pre´ce´demment en (3.14) permettent de simplifier
l’e´quation (3.21), on obtient :
Q(s) = (sI− Λ)−1MB−1Y∗
(
CF̂(s) + BΘini
)
(3.22)
On en de´duit Θ(s) en utilisant (3.17) :
Θ(s) = X(sI− Λ)−1MB−1Y∗
(
CF̂(s) + BΘini
)
(3.23)
A` partir de la relation entre Θ et ψ donne´e par l’e´quation (3.6) et de la relation entre
(X,Y) et (x, y) donne´e par (3.13), on de´duit ψ(s) en fonction des matrices modales x et y
en de´veloppant l’e´quation (3.23) :
ψ(s) = T2F̂(s)− K̂T1ψini + M̂T2ψ′ini (3.24)
Avec :
T1 = x(sI− λ)−1Υ−1B y∗ + x¯(sI− λ¯)−1Υ¯−1B y¯∗ (3.25)
T2 = xλ(sI− λ)−1Υ−1B y∗ + x¯λ¯(sI− λ¯)−1Υ¯−1B y¯∗ (3.26)
La re´ponse impulsionnelle H du syste`me couple´ fluide-structure amorti en fonction de la
pulsation ω (obtenue en conside´rant des conditions initiales nulles et la force F̂ unitaire)
peut s’e´crire :
H(ω) = x(iωI− λ)−1Υ−1B λy∗ + x¯(iωI− λ¯)−1Υ¯−1B λ¯y¯∗ (3.27)
Cette expression peut e´galement s’e´crire sous forme d’une somme :
H(ω) =
m∑
i=1
xi
λi
(iω − λi)ΥBiy
∗
i + x¯i
λ¯i
(iω − λ¯i)Υ¯Bi
y¯∗i (3.28)
Cas particulier des modes re´els
On ve´rifie que l’expression pre´ce´dente est compatible avec le cas particulier sans amor-
tissement, les matrices de masse et de raideur e´tant syme´triques. Dans ce cas, le syste`me
e´tudie´ est syme´trique et les valeurs propres sont imaginaires pures et les modes xi et yi
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sont re´els et identiques.
x¯i = xi
y¯i = yi = xi
λi = iωi
λ¯i = −iωi
ωi e´tant la pulsation propre du syste`me associe´e au mode i. De plus, d’apre`s la relation
(3.14) on de´duit la relation entre les masses modales du syste`me de taille double ΥBi et les
masses modales du syste`me
(
K̂,M̂
)
note´es µi et donne´es par les relations (3.5) :
ΥBi =
(
yi
λ¯iy¯i
)∗ [ −K̂ 0
0 M̂
](
xi
λix¯i
)
= −xiTK̂xi︸ ︷︷ ︸
−ω2i µi
−ω2i xiTM̂xi︸ ︷︷ ︸
µi
= −2ω2i µi
En remplac¸ant ces expressions dans (3.28), on obtient la re´ponse impulsionnelle pour un
syste`me non amorti classique H(ω) :
H(ω) =
m∑
i=1
1
µi
xixi
T
(ω2i − ω2)
avec ω 6= ωi (3.29)
3.2.2 Correction statique
Afin d’ame´liorer la convergence de la de´composition modale (3.17), il peut eˆtre utile
comme on le verra dans la partie 3.5, d’ajouter un terme de correction statique [57, 41].
Soit 2N le nombre de modes maximum que l’on puisse calculer (correspondant a` la taille
du syste`me). Pour une telle base la re´ponse impulsionnelle H(s) va s’e´crire :
H(s) =
N∑
i=1
(
xi
λi
(s− λi)ΥBiy
∗
i + x¯i
λ¯i
(s− λ¯i)Υ¯Bi
y¯∗i
)
(3.30)
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En conside`rant une troncature modale a` 2m modes, cette expression peut s’e´crire en in-
troduisant le re´sidu Rm :
H(s) =
m∑
i=1
(
xi
λi
(s− λi)ΥBiy
∗
i + x¯i
λ¯i
(s− λ¯i)Υ¯Bi
y¯∗i
)
+Rm (3.31)
avec Rm =
N∑
i=m+1
(
xi
λi
(s− λi)ΥBiy
∗
i + x¯i
λ¯i
(s− λ¯i)Υ¯Bi
y¯∗i
)
En conside´rant que |s|  |λk| pour k > m, c’est a` dire lorsque les fre´quences propres asso-
cie´es aux modes du re´sidu sont suffisamment grandes par rapport a` la plage de fre´quence
d’inte´reˆt, on peut simplifier l’expression de Rm :
Rm = −
N∑
i=m+1
(
xiy
∗
i
ΥBi
+
x¯iy¯
∗
i
Υ¯Bi
)
= −2Re
(
N∑
i=m+1
xiy
∗
i
ΥBi
)
Par de´finition, on peut e´crireH(s) comme une matrice inverse :H(s) =
(
K̂ + sD̂ + s2M̂
)−1
.
En prenant s = 0, on en de´duit d’apre`s (3.30) la relation suivante :
H(0) = K̂−1 = −
N∑
i=1
(
xiy
∗
i
ΥBi
+
x¯iy¯
∗
i
Υ¯Bi
)
= −2Re
(
N∑
i=1
xiy
∗
i
ΥBi
)
Rm peut donc s’e´crire :
Rm = −2Re
(
N∑
i=m+1
xiy
∗
i
ΥBi
)
= K̂−1 + 2Re
(
m∑
i=1
xiy
∗
i
ΥBi
)
(3.32)
En remplac¸ant (3.32) dans (3.31), on obtient l’expression de H avec correction statique :
H(s) = K̂−1 +
m∑
i=1
xi
s
(s− λi)ΥBiy
∗
i + x¯i
s
(s− λ¯i)Υ¯Bi
y¯∗i (3.33)
3.3 Re´ponse temporelle (line´arise´e) par synthe`se modale
complexe
Apre`s retour dans le domaine temporel par transforme´e de Laplace inverse, le deuxie`me
et troisie`me termes de l’e´quation (3.24) correspondent a` la re´ponse libre du syste`me qui
de´pend des conditions initiales en de´placement et vitesse ψini et ψ
′
ini. Le premier terme
de´pend de la force d’excitation et correspond, dans le domaine temporel, a` la re´ponse
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transitoire et a` la re´ponse force´e du syste`me. On obtient de meˆme a` partir de l’e´quation
(3.23) la re´ponse force´e temporelle :
Θ(t) = XeΛ tM−1B Y
∗ >
(
BΘiniδ(t) + CF̂(t)
)
(3.34)
> repre´sentant le produit de convolution et δ(t) la distribution de Dirac. L’expression de
ψ se de´duit de la relation (3.24). En effet :
T2(t) =
(
xλeλ tΥ−1B y
∗ + x¯λ¯eλ¯ tΥ¯−1B y¯
∗
)
h(t) = 2Re
(
xλeλ tΥ−1B y
∗
)
h(t)
=
m∑
i=1
(
xi
λie
λi t
ΥBi
y∗i + x¯i
λ¯ie
λ¯i t
Υ¯Bi
y¯∗i
)
h(t)
de meˆme T1(t) = 2Re
(
xeλ tΥ−1B y
∗
)
h(t) =
m∑
i=1
(
xi
eλi t
ΥBi
y∗i + x¯i
eλ¯i t
Υ¯Bi
y¯∗i
)
h(t)
h(t) e´tant la fonction Heaviside qui vaut 0 pour t < 0 et 1 pour t ≥ 0.
L’expression de ψ(t) est donne´e par ψ(t) = L−1 [ψ(s)] :
ψ(t) = 2Re
(∫ t
0
xλeλ(t−τ)Υ−1B y
∗F̂ (τ)dτ
)
− 2K̂Re
(
xeλ(t−τ)Υ−1B y
∗
)
h(t)ψini + 2M̂Re
(
xλeλ(t−τ)Υ−1B y
∗
)
h(t)ψ
′
ini
Cette expression peut eˆtre calcule´e analytiquement pour des excitations simples : harmo-
nique, cre´neau ou Dirac (en supposant les conditions initiales nulles par souci de simpli-
cite´) :
Excitation Harmonique : F̂(t) = F0 cosαt (3.35)
ψ(t) = Re
(
m∑
i=1
xi
λi
Υ
−1
B
(
eλit − e−iαt
λi + iα
− e
λit − eiαt
λi − iα
)
y∗i F0
)
h(t)
Excitation Heaviside : F̂(t) = F0h(t) (3.36)
ψ(t) = Re
(
m∑
i=1
2 xi
(eλit − 1)
Υ
−1
B
y∗i F0
)
h(t)
Excitation Dirac : F̂(t) = F0 δ(t) (3.37)
ψ(t) = Re
(
m∑
i=1
2 xi
eλit
Υ
−1
B
y∗i F0
)
h(t)
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3.4 Recomposition de la re´ponse du fluide
La re´ponse temporelle et la re´ponse fre´quentielle que l’on obtient ici se font via la
variable ψ = (uS , q) (avec q = κ ou q = τ selon que l’on utilise ϕ0 ou bien ϕ∞ dans le
mode`le re´duit du fluide). La difficulte´ vient du fait que les e´quations re´duites du syste`me
ont e´te´ e´tablies de manie`re a` ce que les modes a` droite du syste`me complet puissent eˆtre
reconstitue´s a` partir des modes a` droite du syste`me re´duit par les relations suivantes :
dφi = φ0(du
S
i ) + Φdκi (3.38)
dφi = φ∞(duSi ) + Φdτi (3.39)
mais, le lien entre les modes a` gauche du syste`me re´duit et complet n’est pas imme´diat.
Nous e´tablirons dans la suite, pour chacun des deux mode`les re´duits envisage´s (avec φ0 et
φ∞), une formule de recomposition qui permet d’assurer ce lien.
Dans le cas ou` ϕ∞ est utilise´
On note ( ¯guSi ,
¯
gφi) un mode a` gauche du syste`me complet :
(
¯
guSi
T ¯
gφi
T
)
 KHydS 0−CT F
+ λi
 DS 0
0 DF
+ λ2i
 MS C
0 S

 = 0 (3.40)
avec LTgφi = 0. On conside`re la de´composition de gφi suivante :
gφi = −λ¯2iφ∞(guSi ) + ΦΩ2gτ i (3.41)
Les relations d’orthogonalite´ (2.8) et (2.12), les relations de conjugaison (2.31), (2.32) et
(2.34) ainsi que l’expression de la matrice de masse ajoute´e (2.38) permettent alors de
de´velopper le proble`me (3.40). En multipliant la seconde ligne a` droite par Φ, on a : ¯guSi T KHydS + λ2i φ¯∞TCT − ¯gτ iTΩ2ΦTCT + λi ¯guSi TDS + λ2i ¯guSi TM
¯gτ i
TΩ2Υ + 2 λi ¯gτ iTΥΩZ + λ2i
¯
guSi
T
CΦ + λ2i ¯gτ i
TΥ
 = 0 (3.42)
On obtient alors le proble`me suivant, identique a` (2.40) :(
¯
guSi
T
¯gτ i
T
)([
KHydS 0
−Ω2ΦTCT Υ Ω2
]
+ λi
[
DS 0
0 2ΥΩZ
]
+ ...
...λ2i
[
MS + M
F
∞ CΦ
0 Υ
])
= 0 (3.43)
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Ce qui montre que les coefficients gτ i utilise´s dans (3.41) sont bien solutions du proble`me
aux valeurs propres re´duit a` gauche et permettent bien de recomposer le potentiel de
de´placement des modes a` gauche gφi du proble`me (3.40).
Dans le cas ou` ϕ0 est utilise´
En conside´rant la de´composition de gφi suivante :
gφi = −λ¯2iφ0(guSi )− λ¯2iΦgκi (3.44)
Les relations de conjugaison (2.29), (2.30) et (2.33) ainsi que l’expression de la matrice de
masse ajoute´e (2.37) permettent alors de de´velopper le proble`me (3.40). En multipliant la
seconde ligne a` droite par Φ on a : ¯guSi T KHydS + λ2i ¯guSi TMF0 + λi ¯guSi TDS + λ2i ¯gκiTΦTCT + λ2i ¯guSi TM
−λ2i ¯gκiTΥ− 2 λ3i ¯guSi
T
CΦZΩ−1 − 2 λ3i ΥΩ−1Z− λ4i ¯guSi
T
CΦΩ−2 − λ4iΥΩ−2
 = 0 (3.45)
En prenant λi 6= 0, on multiplie la seconde ligne par − 1λ2i Ω
2, on obtient le syste`me (3.46)
qui est le transpose´ du proble`me aux valeurs propres associe´ a` (2.39) :(
¯
guSi
T
¯gκi
T
)([
KHydS 0
0 Υ Ω2
]
+ λi
[
DS 2 C ΦZΩ
0 2ΥΩZ
]
λ2i +
[
MS + M
F
0 CΦ
ΦT CT Υ
])
= 0
(3.46)
Ainsi, on remarque que le potentiel gφi peut eˆtre reconstruit en utilisant la de´composition
(3.44) ou` les coordonne´es ge´ne´ralise´es gκi sont calcule´es a` partir du proble`me (3.46) qui
est le proble`me aux valeurs propre transpose´ (2.40). En prenant la transpose´e de (3.46) on
a :([
KHydS 0
0 Υ Ω2
]
+ λi
[
DS 0
2ΩZ ΦT CT 2ΥΩZ
]
λ2i +
[
MS + M
F
0 CΦ
ΦT CT Υ
])( ¯
guSi
¯gκi
)
= 0
(3.47)
Les coordonne´es ge´ne´ralise´es gκi peuvent eˆtre de´duites de dκi d’ou` :
gφi = −λ¯2iφ0(du¯S i)− λ¯2iΦdκ¯i (3.48)
Dans le cas ou` λi = 0, on montre facilement que cette expression reste valable car (guSi , gφi),
avec guSi un mode de corps rigide et gφi = 0, est bien solution a` gauche de (3.40) avec
λi = 0.
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Expression des solutions quasi-statiques
Pour obtenir la re´ponse comple`te du fluide, il reste a` exprimer la re´ponse quasi-statique
φ0 ou φ∞. On pourra notamment se re´fe´rer a` l’ouvrage [78] qui donne l’expression de ces
solutions particulie`res que l’on rappelle ici.
En conside´rant le proble`me conservatif (1.19) et la de´finition de la solution ϕ∞ donne´e
par (2.24) on obtient la relation sur φ∞ suivante :
Fφ∞ = CTuS avec φ∞ = 0 sur Γ∗ (3.49)
La matrice F est inversible si l’on supprime les degre´s de liberte´ associe´s a` la surface libre
[78]. En notant par un indice ∗ les matrices et vecteurs pour lesquels on supprime ces
degre´s de liberte´, on a :
φ∞ =
(
0SL
F∗−1C∗TuS
)
(3.50)
0SL e´tant un vecteur de ze´ros de la taille du nombre de degre´s de liberte´ de la surface
libre.
Dans [91], l’auteur montre que φ0 est solution de l’e´quation matricielle suivante :
Fφ0 = (C
T − RT) uS (3.51)
ou` R e´tant la matrice associe´ a` l’ope´rateur R de´fini par :
R(uS , δϕ) =
ρF
A(Γ)
(∫
Σ∗
uS · n∗ΣdΣ
)(∫
Γ∗
δϕdΓ
)
(3.52)
avec A(Γ) l’aire de la surface libre. Cet ope´rateur permet d’e´crire φ0 en conside´rant une
condition d’unicite´ quelconque.
De plus, on remarque que l’ope´rateur F (ϕ, δϕ) associe´ a` la matrice F s’annule si et seule-
ment si ϕ est une constante :∫
Ω∗F
∇ϕ ·∇δϕ dΩF = 0 ⇐⇒ ϕ = constante (3.53)
Le noyau de F est donc de dimension 1 et est ge´ne´re´ par le vecteur colonne 1Nϕ ne contenant
que des 1. Ainsi, toute sous-matrice de F obtenue par suppression d’une ou plusieurs lignes
et des colonnes correspondantes est inversible. On choisit de supprimer le premier degre´
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de Φ [78]. On notera e´galement C2 et R2 les matrices obtenues en supprimant la colonne
correspondante de C et R, et F22 la matrice obtenue en e´liminant les lignes et les colonnes
correspondantes de F. On a alors :
φ0 =
(
0
F22
−1 (C2T − R2T) uS
)
(3.54)
3.5 Analyse d’un exemple
On a pu comparer dans le chapitre 2.3 la re´ponse en fre´quence par une me´thode directe
obtenue par le mode`le complet et re´duit. On souhaite maintenant e´tudier la me´thode de
synthe`se modale qui permet d’e´crire la re´ponse impulsionnelle a` l’aide des modes propres
complexes du syste`me couple´ xi et yi. On va donc comparer cette solution avec la re´ponse
directe en fre´quence du mode`le re´duit. Afin de mettre en e´vidence l’amortissement du fluide
et ses effets, on choisit de prendre une matrice d’amortissement de la structure nulle.
3.5.1 Influence de la correction statique
On conside`re dans un premier temps la cuve rectangulaire pre´sente´e dans la partie 2.3.
La figure 3.5 pre´sente une comparaison entre la re´ponse directe en fre´quence et les re´ponses
obtenues par synthe`se modale a` partir des modes propres complexes du syste`me re´duit, on
utilise ici les 50 premiers modes de ballottements. On s’inte´resse au de´placement uS de la
structure suivant l’axe longitudinale de la cuve ainsi qu’au potentiel de de´placement ϕ du
fluide au point A.
On constate que pour ce cas test, la me´thode de synthe`se modale permet de bien
approcher la re´ponse directe en fre´quence pour le de´placement de la structure avec ou
sans correction statique alors que pour le potentiel de de´placement du fluide, la correction
statique est indispensable. La re´ponse obtenue avec correction statique est bonne dans la
gamme de fre´quence des modes de ballottement calcule´s (3.85 Hz pour 50 modes, voir Fig.
2.5).
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Figure 3.5 – Comparaison entre la re´ponse impulsionnelle obtenue par synthe`se modale
avec et sans correction statique (courbes violete et bleue) et la re´ponse directe en fre´quence
(courbe rouge) pour le de´placement de la structure (figure du haut) dans la direction radiale
et le potentiel de de´placement du fluide (en bas) au point A.
3.5.2 Convergence de la solution en fonction de la base modale com-
plexe.
Afin d’e´tudier l’influence du nombre de modes complexes calcule´s sur la re´ponse en
fre´quence on va conside´rer cette fois-ci la cuve cylindrique pre´sente´e dans la partie 3.1.3.
Les figures 3.7 et 3.8 repre´sentent les re´ponses en fre´quence obtenues pour le de´placement
de la structure dans la direction radiale au point A et pour le potentiel de de´placement au
point A (Fig. 3.6). La premie`re configuration utilise un mode`le re´duit avec 48 modes de
ballottement et la seconde 100 modes. Dans chacun des cas on trace la re´ponse directe en
fre´quence du mode`le re´duit ainsi que les re´ponses obtenues par synthe`se modale en faisant
varier le nombre de modes complexes calcule´s.
On remarque dans un premier temps que pour ce mode`le de cuve, on distingue bien
la gamme de fre´quence dans laquelle vont intervenir les modes de ballottement (jusque
1.5 Hz environ) puis ce sont les modes hydroe´lastique qui interviennent (pics prononce´s
car non amortis). Pour le mode`le re´duit a` 100 modes de ballottement, les re´sonances et
anti-re´sonances sont plus importantes (on conside`re plus de modes de ballottement) mais
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Figure 3.6 – Ge´ome´trie et point d’excitation.
!htb
!htb
Figure 3.7 – Comparaison pour le de´placement de la structure (en haut) et le potentiel
de de´placement du fluide (en bas) de la re´ponse directe en fre´quence avec une me´thode
de synthe`se modale pour un mode`le re´duit utilisant 48 modes de ballottement. On utilise
100, 120 et 150 modes complexes.
deviennent ne´gligeables a` partir de 1.5 Hz.
Les premiers modes complexes calcule´s correspondent aux modes de ballottement intro-
duits, ainsi, plus on met des modes de ballottement dans la base de projection plus le
nombre de modes complexes a` calculer pour obtenir une re´ponse fre´quentielle satisfaisante
doit eˆtre important. Afin de bien approcher la re´ponse directe il faut au moins de´passer la
gamme de fre´quence des modes de ballottement. Puisque chaque mode complexe apparaˆıt
avec son conjugue´, il faut de´passer le double du nombre de mode de ballottement : 150
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Figure 3.8 – Comparaison pour le de´placement de la structure (en haut) et le potentiel
de de´placement du fluide (en bas) de la re´ponse directe en fre´quence avec une me´thode de
synthe`se modale pour un mode`le re´duit utilisant 100 modes de ballottement. On utilise
100, 200, 220 et 250 modes complexes.
modes complexes a` partie imaginaire positive permettent d’approcher la re´ponse directe
pour 48 modes de ballottement (voir Fig. 3.7) et 250 modes complexes pour 100 modes de
ballottement (voir Fig. 3.8)
3.5.3 Comparaison des synthe`ses modales complexe et re´elle pour le
calcul de la re´ponse en fre´quence
Pour une cuve cylindrique dont la ge´ome´trie est identique a` celle pre´sente´e dans la
partie 3.5.2 on pre´sente dans la figure 3.9, une comparaison entre la re´ponse fre´quentielle
obtenue a` partir des modes re´els (la me´thode e´tant pre´sente´e au de´but du chapitre 3.2) et
la re´ponse fre´quentielle obtenue par synthe`se modale utilisant les modes complexes. Pour la
premie`re me´thode, le calcul des modes re´els et la re´ponse directe en fre´quence du syste`me
projete´ sur ces modes est faite avec le logiciel NASTRAN c©qui va automatiquement
ge´rer l’enrichissement de la base des modes re´els en ajoutant des modes re´siduels. Ainsi,
en calculant 100 modes re´els, 127 modes re´siduels sont calcule´s afin de corriger les effets
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statiques et on constate que la re´ponse obtenue co¨ıncide parfaitement avec la re´ponse
calcule´e avec les modes complexes (avec correction statique).
!htb
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Figure 3.9 – Re´ponse fre´quentielle par synthe`se modale utilisant les modes re´els ou les
modes complexe (avec et sans correction statique) du syste`me. De´placement de la structure
au point d’excitation A dans la direction radiale en haut et potentiel de de´placement du
fluide en bas. Le module d’Young de la cuve est ici de 8.1011 Pa.
Les deux me´thodes peuvent eˆtre conside´re´es comme e´quivalentes au niveau du re´sultat,
les temps de calcul des modes re´els et de la re´ponse directe sont comparables avec ceux
des modes complexes. L’utilisation des modes complexes pre´sente l’avantage de fournir une
expression analytique de la re´ponse fre´quentielle ainsi que de la re´ponse temporelle, ce qui
permet de reconstruire de manie`re instantane´e ces re´ponses quelle que soit l’excitation (ou
les conditions aux limites) impose´e.
3.5.4 Re´ponse temporelle
A` l’aide des formules (3.35), (3.36) et (3.37), on repre´sente le de´placement du point
A et B (voir Fig. 3.10) en fonction du temps pour diffe´rents types d’excitation : harmo-
nique, cre´neau et Dirac (voir Fig. 3.11). L’excitation harmonique se fait a` la fre´quence
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0.77 Hz. Dans cette partie, l’amortissement du fluide e´tant tre`s faible, on ne ne´glige plus
l’amortissement de la structure et on introduit un amortissement de type Rayleigh.
Figure 3.10 – Points d’observation : A et B et point d’excitation A.
Pour chaque courbe on observe une phase transitoire et un re´gime permanent. Pour
l’excitation harmonique, les oscillations sont entretenues et en opposition de phase (les
points A et B sont diame´tralement oppose´s). Pour une excitation en cre´neau ou Dirac, le
syste`me tend vers une position statique. Pour une excitation de type cre´neau, seul le point
A est de´place´ et sa position statique diffe`re du point B.
Une repre´sentation de la phase transitoire de l’excitation harmonique a` la fre´quence 0.4506
Hz est e´galement repre´sente´e par la figure 3.12. La fle`che noire de la premie`re image illustre
le point d’application et la direction du chargement. Le fluide est alors au repos, puis
commence a` eˆtre excite´ par la force applique´e.
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Figure 3.11 – Re´ponse temporelle du de´placement du point A et B dans la direction
radiale pour une excitation harmonique a` la fre´quence 0.77 Hz (en haut), un cre´neau
(milieu) et un Dirac (bas). F0 = 3000N
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Figure 3.12 – Repre´sentation de la de´formation du liquide a` plusieurs instants pour une
excitation harmonique a` la fre´quence 0.4506 Hz. La structure n’est pas repre´sente´e. La
couleur du fluide est lie´e a` la fluctuation de pression en tout point.
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Chapitre 4
Estimation des coefficients
d’amortissement modaux
La projection de l’e´quation du fluide sur ses modes de ballottement ainsi que le choix
d’un amortissement diagonal ont permis de re´duire la mode´lisation des phe´nome`nes dis-
sipatifs dans le fluide a` la simple de´termination de la matrice Z qui apparaˆıt dans les
e´quations (2.39) ou (2.41). Cette matrice diagonale contient les coefficients d’amortisse-
ment modaux ζi que l’on souhaite maintenant calculer en les reliant a` la physique des
phe´nome`nes dissipatifs dans le fluide [23].
Comme le rappellent Henderson et Miles [48], l’e´nergie dissipe´e dans un fluide de´pend
principalement de quatre phe´nome`nes :
– La dissipation visqueuse au contact des parois du re´servoir,
– La dissipation visqueuse dans le volume du liquide,
– La dissipation visqueuse a` la surface libre du liquide,
– L’hyste´re´sis due au frottement du bord de la surface libre sur la paroi du re´servoir
(phe´nome`ne de mouillage).
Avec le mode`le d’amortiseement diagonal, chaque mode de ballottement peut eˆtre consi-
de´re´ comme un oscillateur simple dont le degre´ de liberte´ ge´ne´ralise´ associe´ qi ve´rifie
l’e´quation diffe´rentielle du second ordre en temps :
µi q¨i + 2µiωiζi q˙i + µiω
2
i qi = g(u
S) (4.1)
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Cette relation de´coule du mode`le re´duit (2.48) ou` le terme de couplage de la matrice de
raideur est mis dans le second membre. L’e´quation homoge`ne associe´e s’e´crit donc :
q¨i + 2ωiζi q˙i + ω
2
i qi = 0 (4.2)
Les solutions complexes λi de l’e´quation caracte´ristique associe´e a` (4.2) sont alors de la
forme :
λi± = −ωi ζi ± ωi
√
ζ2i − 1 (4.3)
Le cas qui nous inte´resse ici est le cas ou` le coefficient l’amortissement ζi est tel que ζi < 1
et λi est complexe. La solution qi(t) de l’e´quation (4.2) peut alors s’e´crire :
qi(t) = e
−ζiωit
[
A cos
(√
1− ζ2i ωi t
)
+B sin
(√
1− ζ2i ωi t
)]
(4.4)
On constate que la re´ponse du syste`me garde un caracte`re oscillant mais a` une pulsation
propre amortie ωdi = ωi
√
1− ζ2i le´ge`rement infe´rieure a` la pulsation propre ωi 1. L’ampli-
tude des oscillations, ainsi que la racine carre´e de l’e´nergie Ei du syste`me, quant a` eux
de´croissent a` chaque pe´riode 2pi/ωdi d’un coefficient dont le logarithme est appele´ de´cre´-
ment logarithmique, note´ δi :
δi = ln
 qi(t)
qi(t+
2pi
ωdi
)
 = ln
√√√√ Ei(t)
Ei(t+
2pi
ωdi
)
 = −1
2
ln
(
1 +
∆Ei
Ei
)
(4.5)
ou` ∆Ei < 0 est la diminuation d’e´nergie dans le syste`me a` chaque pe´riode. D’apre`s l’ex-
pression (4.4), on peut e´tablir un lien entre le de´cre´ment logarithmique δi et le coefficient
d’amortissement ζi :
δi = ln
(
1
e
−2pi ζi ωi
ωd
i
)
=
2pi ζi√
1− ζ2 (4.6)
En conside´rant un amortissement faible (∆Ei  Ei et ζi  1), on peut obtenir une relation
approche´e simple entre le coefficient d’amortissement ζi d’un oscillateur faiblement amorti
et la fraction d’e´nergie dissipe´e sur une pe´riode ∆Ei/Ei :
ζi ' −∆Ei
4pi Ei
 1 (4.7)
1. Remarquons que l’influence de l’amortissement sur les fre´quences propres est du second ordre et en
pratique cet effet est ne´gligeable [9]
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ou` ∆Ei est la somme des e´nergies dissipe´es sur une pe´riode par les diffe´rentes sources de
dissipation d’e´nergie et Ei est l’e´nergie totale associe´e a` un mode de ballottement. Cette
e´nergie totale peut eˆtre calcule´e comme le maximum de l’e´nergie cine´tique du fluide (ou
comme le maximum de son e´nergie potentielle) :
Ei =
ρF ω2i
2
∫
Ω∗F
(∇ϕi)2 dΩ = ω
2
i
2
F (ϕi, ϕi) =
ω2i
2
µi (4.8)
Parmi les quatres sources pre´ce´demment cite´es, on ne prendra en compte dans un premier
temps que la dissipation visqueuse dans le volume fluide ∆EΩ et aux parois ∆EΣ. On a
donc :
∆Ei = ∆E
Σ
i + ∆E
Ω
i (4.9)
On propose d’utiliser une approche MSE (Modal Strain Energy) pour calculer les taux
d’amortissement modaux. Cette me´thode consiste a` supposer que les modes de ballotte-
ment amortis et non amortis ont des formes proches, de fac¸on a` pouvoir utiliser les modes
propres non amortis pour estimer la dissipation d’e´nergie associe´e a` chaque mode amorti
[59] 2.
Pour justifier cette approximation, on s’inspire de la de´marche de [5], pour e´tudier le champ
de vitesse dans un fluide faiblement visqueux et incompressible contenu dans un reservoir.
En appliquant la de´composition de Helmholtz, on e´crit la vitesse du fluide vF dans le
volume fluide sous la forme [43] :
vF =∇ϕ˙ν + rotA (4.10)
ΩF e´tant domaine simplement connexe de frontie`re ∂ΩF . ϕ˙
ν et A sont respectivement un
champ scalaire et un champ vectoriel de´finis sur ΩF . Puis, on de´veloppe ces 2 champs dans
le cas d’un liquide faiblement amorti en fonction du petit parame`tre  avec :
 =
lν
L
(4.11)
lν repre´sente la longueur caracte´ristique des phe´nome`nes visqueux [48] : lν =
√
2ν
ωi
(ν
e´tant le coefficient de viscosite´ cine´matique du fluide) et L la longueur caracte´ristique du
2. Dans [99], l’auteur e´tudie l’influence de l’hypothe`se MSE et montre que celle-ci peut eˆtre pertinente
meˆme pour des grandes valeurs de coefficient d’amortissement (jusqu’a` 20%).
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proble`me. Le de´veloppement au premiere ordre donne :
ϕν = ϕν0 + ϕ
ν
1 + o() et A = A0 + A1 + o() (4.12)
On peut de´montrer ensuite (Annexe C) que rotA0 de´croit exponentiellement lorsque l’on
s’e´loigne des parois et que lorsque la viscosite´ ν tend vers 0 ( tend vers 0), le potentiel
de de´placement du fluide visqueux ϕν tend vers le potentiel de de´placement du fluide non
visqueux ϕ excepte´ dans la couche limite (dont l’e´paisseur tend elle-meˆme vers 0). Pour
des petits de´placements, le fluide faiblement amorti peut donc eˆtre conside´re´ comme quasi
irrotationnel excepte´ dans la couche limite. Cependant, celle-ci est suffisamment fine pour
pouvoir confondre le volume ou` le fluide est conside´re´ comme irrotationnel avec le volume
total du fluide [102, 61].
4.1 Amortissement visqueux aux parois
La dissipation visqueuse ge´ne´re´e dans les couches limites de liquide au contact avec les
parois du re´servoir a e´te´ longtemps conside´re´e comme la principale source d’amortissement
du ballottement. Comme indique´ pre´ce´demment, l’e´paisseur de ces couches limites est en
ge´ne´ral suffisamment faible et on peut calculer les proprie´te´s de l’e´coulement avec un bon
degre´ d’approximation en conside´rant localement la paroi comme une plaque plane infinie
en contact avec un liquide en e´coulement (laminaire) paralle`le a` ce plan (mode`le de Stokes).
Cette approximation est bien suˆr valable uniquement si le rayon de courbure de la paroi
est grand devant la longueur lν (Pour information : lν = 0.6 mm pour le ballottement de
l’eau a` une pe´riode de 1 seconde).
Le mode`le classique de couche limite de Stokes est pre´sente´ dans [88], la vitesse a` l’infini
vF∞ introduite dans ce mode`le (qui est en pratique la vitesse du liquide a` l’exte´rieur de la
couche limite) peut eˆtre conside´re´e dans notre cas comme e´tant e´gale a` la vitesse du liquide
a` la paroi calcule´e par la the´orie classique de fluide irrotationnel non visqueux. Ainsi pour
le mode i on aura :
vF∞ =∇ϕ˙i (4.13)
La vitesse v∞ ve´rifie donc la proprie´te´ de glissement sur la paroi :
vF∞ · nΣ = 0 (4.14)
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On de´finit les axes ix et iy du plan tangent a` la paroi tel que ix soit coline´aire a` v
F∞ et
(ix, iy,−nΣ) soit un repe`re orthonorme´ direct (voir Fig. 4.1).
Figure 4.1 – Sche´ma de la couche limite de Stokes
Dans ce cas, le vecteur vitesse vFi pour le mode i, dans le mode`le de couche limite de
Stokes est donne´ par [88] :
vFi (z, t) =
 vxi (z, t) =
[
cosωi t− e−
z
lν cos
(
ωi t− zlν
)]
|vF∞|
0
0
 (4.15)
z e´tant ici la coordonne´e suivant nΣ. Le tenseur des taux de de´formation d (on utilise
aussi la notation ˙) du liquide dans la couche limite s’exprime alors dans le meˆme repe`re
par :
2d =
 0 0
dvxi
dz
0 0 0
dvxi
dz 0 0
 (4.16)
avec
dvxi
dz
(z, t) =
1
lν
e−
z
lν
[
cos
(
ωi t− z
lν
)
− sin
(
ωi t− z
lν
)]
|vF∞| (4.17)
Comme il est rappele´ dans l’Annexe B, la dissipation instantane´e d’e´nergie dans un fluide
visqueux incompressible peut eˆtre calcule´e par :
dE
dt
= −
∫
Ω∗F
2µ d : d dΩ (4.18)
Puisque le domaine fluide conside´re´ ici est la couche limite eL que l’on prend e´gale a` 2pilν
sur toute l’interface fluide-structure Σ∗, cette expression se re´e´crit :
dEi
dt
= −ρF ν
∫
Σ∗
∫ eL
z=0
(
dvxi
dz
)2
dz dΣ ' −ρF ν
∫
Σ∗
∫ ∞
z=0
(
dvxi
dz
)2
dz dΣ (4.19)
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L’inte´gration sur z allant jusqu’a` l’infini se justifie ici par le fait que l’inte´grande tend vers
0 exponentiellement. On peut donc calculer l’e´nergie moyenne dissipe´e sur une pe´riode par
les effets visqueux dans la couche limite a` la paroi du re´servoir et retrouver l’expression
donne´e par [48] :
∆EΣi =
∫ 2pi
ω
0
dEi
dt
dt = −ρF ν 2pi
ωi
∫
Σ∗
(∇ϕ˙i)2
∫ ∞
z=0
1
l2ν
e−
2 z
lν dz dΣ = −ρ
F pi
2
lν
∫
Σ∗
(∇ϕ˙i)2 dΣ
(4.20)
Cette expression s’e´crit a` partir du potentiel de de´placement du fluide sous la forme :
∆EΣi = −
ρFpi
2
lνω
2
i
∫
Σ
(∇ϕi)2 dΣ (4.21)
avec (∇ϕ˙i)2 = ω2i (∇ϕi)2.
4.2 Amortissement visqueux dans le volume du liquide
Bien que l’amortissement aux parois et l’amortissement dans le volume du liquide soient
respectivement proportionnels a`  et 2, on montre que leurs contributions peuvent eˆtre
parfois comparables [71] et l’ajout du terme de dissipation dans le volume fluide permet
dans ce cas d’ame´liorer les comparaisons calculs-essais des coefficients d’amortissement.
Henderson et al. proposent une mode´lisation de ce phe´nome`ne plus simple que celle de
Martel et al. a` partir des travaux de Lamb [63].
Ainsi, contrairement a` ce qu’une confusion courante entre viscosite´ et irrotationnalite´
ame`ne a` penser, les mouvements irrotationels d’un liquide incompressible visqueux ge´-
ne`rent une dissipation visqueuse donne´e par l’e´quation (B.24), rappele´e en Annexe (B).
Pour le mode i on a :
dEi
dt
= −
∫
Ω∗F
τ : d dΩ = −
∫
∂Ω∗F
ρF ν∇(vF 2) · n dS = −
∫
∂Ω∗F
ρF νω2i ∇
(
(∇ϕi)2
) · n dS
(4.22)
τ de´signant les contraintes visqueuses et n la normale sortante au volume Ω∗F sur son
bord. L’e´nergie moyenne ∆EΩi dissipe´e (sur une pe´riode) dans le volume d’un liquide
incompressible visqueux vaut donc :
∆EΩi =
∫ 2pi
ωi
0
(
dEi
dt
)
cos2(ωi t) dt (4.23)
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Soit :
∆EΩi = −
ρFpi
2
l2νω
2
i
∫
∂ΩF
∇ ((∇ϕi)2) · n dS (4.24)
Le calcul du gradient n’est ici pas tre`s pre´cis ; l’environnement logiciel dans lequel a e´te´
de´veloppe´ ce module de calcul des e´nergies dissipe´es ne supporte en effet que les e´le´ments
finis de fluide line´aires. Ceci pose un proble`me car le champ ∇ϕ n’est alors pas continu
entre les e´le´ments. Une proce´dure de lissage des valeurs de ∇ϕ entre les e´le´ments permet
de restituer cette continute´ mais au prix d’une erreur qu’il conviendrait de quantifier dans
des travaux ulte´rieurs via des me´thodes d’estimation d’erreurs a posteriori.
Pour le calcul de ∆EΩi on pre´fe`rera utiliser la formule 4.18 qui a priori est plus pre´cise.
∆EΩi =
∫ 2pi
ω
i
0
(
dEi
dt
)
cos2(ωit) dt = −
2pi
ωi
∫
ΩF
ρF ν (vFi ) : (v
F
i ) dΩF (4.25)
et donc :
∆EΩi = −2pi ωi
∫
ΩF
ρF ν (∇ϕi) : (∇ϕi) dΩF (4.26)
4.3 Imple´mentation et validation
Pour estimer nume´riquement les valeurs des inte´grales contenues dans les expressions
de ∆EΣi et ∆E
Ω
i , on discre´tise par la me´thode des e´le´ments finis les domaines d’inte´gration,
a` savoir, le volume liquide Ω∗F , l’interface fluide-structure Σ
∗ et la surface libre Γ∗.
4.3.1 Notations
On appelera T la bijection qui associe a` un point de l’e´le´ment de re´fe´rence ER de
coordonne´es Ξ, un point du domaine physique de coordonne´es X∗ de l’e´le´ment E :
X∗ = T (Ξ) '
n∑
β=1
Nβ(Ξ)X
∗
β = X
∗ N (4.27)
ou` N est le vecteur colonne de dimension n (nombre de noeuds de l’e´le´ment fini conside´re´)
constitue´ par les n fonctions de base Nβ exprime´es dans les coordonne´es intrinse`ques de
l’e´le´ment, et (Xβ)β ∈ J1..nK sont les coordonne´es des n sommets de l’e´le´ment constituant les
colonnes de la matrice X∗. Si on conside`re des e´le´ments isoparame´triques, l’interpolation
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Figure 4.2 – Ele´ment de re´fe´rence et interpolation ge´ome´trique
du champ inconnu ϕ en tout point de l’e´le´ment, a` partir des valeurs φβ aux noeuds, s’e´crit
directement en coordonne´es intrinse`ques a` partir des meˆmes fonctions de forme Nβ :
ϕ(X∗) '
n∑
β=1
Nβ(Ξ) φβ = N
T φ (4.28)
ou` φ est le vecteur colonne des valeurs discre`tes ϕβ . La formule de de´rivation des fonctions
compose´es permet d’exprimer le gradient de ϕ par rapport aux coordonne´es physiques X∗,
en fonction de son gradient par rapport aux coordonne´es intrinse`ques Ξ et de la matrice des
de´rive´es partielles de la transformation (ou matrice jacobienne) T que l’on notera DΞT :
∇ϕ(X∗) =∇Ξϕ(Ξ) [DΞT ]−1 (4.29)
ou` ∇Ξϕ et DΞT peuvent eˆtre exprime´s, de manie`re approche´e, a` partir des positions des
noeuds X∗ et des valeurs de ϕ aux noeuds φ, graˆce a` (4.27) et (4.28) :
∇Ξϕ(Ξ) ' φT∇ΞN (4.30)
DΞT ' X∗∇ΞN (4.31)
Dans le cas ou` T est une transformation dont l’image est une varie´te´ de dimension in-
fe´rieure a` 3 (courbes, surfaces) de l’espace physique, il faut, pour exprimer sa matrice
jacobienne, effectuer un changement de variable et se placer dans le repe`re local a` l’e´le´-
ment (les coordonne´es des noeuds de l’e´le´ment dans ce repe`re seront alors note´es X∗loc.
Dans ce cas, la formule (4.27) est remplace´e par :
X∗loc = T (Ξ) =
n∑
β=1
Nβ(Ξ)X
∗
locβ = X
∗
loc N (4.32)
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La matrice jacobienne 3 et le gradient surfacique (ou line´ique) sont alors donne´s par :
DΞT ' X∗loc∇ΞN (4.33)
∇Sϕ(X∗) ' φT∇ΞN [DΞT ]−1 (4.34)
4.3.2 Calcul de ∆EΣi
Les modes de ballottement ϕi e´tant calcule´s en cavite´ rigide, on a n
∗
Σ ·∇ϕi = 0 sur
Σ∗, ce qui, d’apre`s la de´finition du gradient surfacique ∇S (I e´tant l’identite´) :
∇Sϕi = [I − n∗Σ ⊗ n∗Σ]∇ϕi =∇ϕi − (n∗Σ ·∇ϕi)n∗Σ =∇ϕi sur Σ∗ (4.35)
montre que, sur l’interface Σ∗, le gradient de ϕi est en re´alite´ un gradient surfacique. Ainsi,
l’expression (4.21) peut finalement se re´e´crire :
∆EΣi = −
pi
2
ρF ω2i
√
2ν
ωi
∫
Σ∗
(∇Sϕi)2 dΣ (4.36)
Pour calculer la valeur de ∆EΣi pour chaque mode de ballottement ϕi, on va discre´tiser,
par la me´thode des e´le´ments finis, l’ope´rateur A de´fini par :
A(ϕ, δϕ) =
∫
Σ∗
∇Sϕ ·∇Sδϕ dΣ tel que ∆EΣi = −
pi
2
ρF ω2i
√
2ν
ωi
A(ϕi, ϕi) (4.37)
On obtient une valeur approche´e de A en sommant les valeurs AE obtenues a` partir des
interpolations de ϕ (4.28) construites sur chaque e´le´ment fini de surface Σ∗E constituant le
domaine d’inte´gration Σi :
A(ϕ, δϕ) '
∑
E
AE(ϕ, δϕ) avec AE(ϕ, δϕ) =
∫
Σ∗E
∇Sϕ ·∇Sδϕ dΣ (4.38)
Cette sommation peut eˆtre effectue´e directement sous forme matricielle a` partir des valeurs
φ de ϕ aux noeuds du maillage et de la matrice A construite en assemblant les matrices
e´le´mentaires AE des ope´rateurs e´le´mentaires AE :
∆EΣi ' −
pi
2
ρF ω2i
√
2ν
ωi
φi
T Aφi (4.39)
3. T e´tant une bijection, cette matrice est inversible.
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La construction d’une matrice e´le´mentaire AE ne´cessite de transporter l’inte´gration sur
l’e´le´ment de re´fe´rence ER par le changement de variable (4.32). En utilisant les relations
(4.33) et (4.34), on obtient l’expression de la matrice e´le´mentaire AE associe´e a` la forme
biline´aire AE :
AE =
∫
ER
∇ΞN [DΞT ]−1 [DΞT ]−1T [∇ΞN]T det(DΞT ) dΞ (4.40)
– dans le cas d’e´le´ments finis triangulaires P1 :∇ΞN, det(DΞT ) et DΞT sont constants
(inde´pendants de Ξ) et le calcul effectif de AE ne ne´cessite pas d’inte´gration nume´-
rique. On obtient directement :
AE =
1
2
∇ΞN [DΞT ]−1 [DΞT ]−1T [∇ΞN]T det(DΞT ) (4.41)
– dans le cas d’e´le´ments finis quadrangulaires Q1 : ∇ΞN, det(DΞT ) et DΞT de´pendent
des coordonne´es Ξ. Du fait de la pre´sence des deux termes DΞT , la fonction a` inte´-
grer est une fraction rationnelle de de´nominateur e´gal a` det(DΞT ). Une inte´gration
nume´rique par les me´thodes de Newton-Cotes ou de Gauss 4 est donc ne´cessaire [10].
On peut signaler, d’autre part, qu’on aurait pu calculer ∆EΣi d’une autre manie`re, en
remarquant que :
∆EΣi = −
pi
2
ρF ω2i
√
2ν
ωi
C
(
(∇Sϕi)2,n∗Σ
)
(4.42)
ou` C est l’ope´rateur de couplage sur l’interface. Cependant, cette approche ne´cessite de
construire ∇Sϕi et la normale n∗Σ en tout noeud de l’interface Σ∗. On verra dans la
partie 4.3.3 que le calcul de ∇ϕi a` partir de ϕi est possible mais peu pre´cis, du fait des
discontinuite´s de surface entre les e´le´ments du maillage de l’interface, la notion de ”normale
aux noeuds” n’est pas bien de´finie (contrairement a` la notion de normale aux e´le´ments),
ce qui rend cette approche caduque.
4.3.3 Calcul de ∆EΩi
On propose de calculer ∆EΩi a` partir de l’expression (4.25) obtenue pre´ce´demment. On
remarque que cette relation peut se re´crire :
∆EΩi = −2pi ωiKΩ(∇ϕi,∇ϕi) (4.43)
4. Rappellons que ces me´thodes inte`grent exactement des polynomes de degre´ 2k − 1 avec k points
d’inte´gration.
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avec KΩ de´fini par :
KΩ(u, δu) =
∫
Ω∗F
ρF ν (u) : (δu) dΩF (4.44)
On observe que KΩ n’est autre que l’ope´rateur de raideur e´lastique d’un solide isotrope
occupant le volume du liquide ΩF , de module d’Young e´gal a` 2 ρ
F ν et de coefficient de
Poisson nul (en effet, dans ce cas, le tenseur des contraintes vaut σ = 2 ρF ν ). La matrice
KΩ associe´e a` l’ope´rateur KΩ peut donc eˆtre obtenue simplement, a` partir du maillage du
volume liquide, par n’importe quel code e´le´ments finis structure.
D’autre part, la valeur de ∇ϕi en tout point du liquide peut eˆtre obtenue en calculant
dans un premier temps la valeur de ∇ϕi sur chaque e´le´ment du volume liquide, graˆce a`
(4.29) et (4.30), puis en moyennant 5 les valeurs obtenues en chaque noeud pour les diffe´-
rents e´le´ments ayant ce noeud en commun. On construit ainsi la matrice [∇] de l’ope´rateur
qui permet d’obtenir, a` partir de φi, la valeur de son gradient en chaque noeud ∇φi :
∇φi = [∇] φi (4.45)
On peut e´crire finalement que :
∆EΩi ' −2pi ωi φiT [∇]T KΩ [∇]φi (4.46)
On peut cependant signaler qu’on aurait pu calculer ∆EΩi d’une autre manie`re, a` partir
de l’expression (4.24), en remarquant que :
∆EΩi = pi ρ
F ν ωi
∫
Σ∗∪Γ∗
∇ ((∇ϕi)2) · n dΣ = pi ρF ν ωi CΣ∗∪Γ∗(1,∇((∇ϕi)2)) (4.47)
ou` CΣ∗∪Γ∗ serait un ope´rateur e´quivalent a` C, mais inte´gre´ sur les interfaces Σ
∗ et Γ∗.
Cependant, on constate qu’il faudrait calculer le gradient de la norme au carre´ du gradient
de ϕi, ce qui pourrait eˆtre fait a` partir de l’ope´rateur [∇] de´crit pre´ce´demment. Cependant
les erreurs lie´es au calcul de 2 gradients conse´cutifs vont se cumuler et le re´sultat sera
probablement de moins bonne qualite´ qu’avec la premie`re me´thode propose´e.
5. Cette proce´dure de construction du gradient aux noeuds ne´cessite un maillage assez fin pour eˆtre
pre´cise.
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4.3.4 Cas test analytique
La table 4.3 montre une comparaison des re´sultats analytiques donne´s dans [18] pour
une cuve cylindrique de petite taille (voir Fig. 4.4 6) avec des re´sultats nume´riques obtenus
par un calcul e´le´ments finis des inte´grales (4.21)) et (4.26). On constate un bon accord
entre les deux approches.
Nume´ro du mode Calcul E´le´ments Finis (10−3) Calcul Analytique (10−3)
1-2 5.0 4.9
3-4 6.2 6.1
5 2.9 2.9
6-7 7.1 7.1
8-9 7.8 7.8
Figure 4.3 – Comparaison des coefficients d’amortissement obtenus analytiquement et
nume´riquement.
4.3.5 Cas test expe´rimental
On souhaite ici comparer la me´thode de calcul de l’amortissement pre´sente´e pre´ce´dem-
ment avec un re´sultat expe´rimental simple. On conside`re donc une cuve paralle´le´pipe`dique
(voir Fig. 4.6) dont les dimensions sont donne´es par le tableau 4.5.
Cette ge´ome´trie pre´sente l’avantage d’avoir une solution analytique simple. Les pulsa-
6. Pour chaque mode de ballottement, on peut associer une pression eule´rienne en tous points que l’on
de´duit a` partir de l’e´quation (1.6) : pE = ρ
Fω2i ϕi + pii
Figure 4.4 – Exemple de mode propre de ballottement obtenu. Dimension de la cuve :
diame`tre 5.532 cm, hauteur 3.80 cm. La couleur du fluide est donne´e par sa fluctuation de
pression en tout point.
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Hauteur (H) 0.67
Hauteur de la surface libre (h) 0.5695
Largeur (l) 0.118
Longueur (L) 0.946
Figure 4.5 – Dimension de la cuve (en me`tres).
Figure 4.6 – Repre´sentation du mode`le nume´rique de la cuve e´tudie´e.
tions propres vont ainsi avoir la forme suivante [1] :
ω2m,n = g k tanh(k h) avec k
2 = pi2
(
m2
L2
+
n2
P 2
)
, (m,n) ∈ N (4.48)
Le tableau 4.7 pre´sente un comparatif entre la valeur analytique et nume´rique des 10
premiers modes de la cuve que l’on e´tudie. Certains de ces modes sont repre´sente´s dans la
figure 4.8.
L’expe´rience, re´alise´e sur le banc expe´rimental de la socie´te´ Bureau Veritas, consiste
a` exciter la cuve dans le sens longitudinal de fac¸on sinuso¨ıdale a` la fre´quence du premier
mode de ballottement dont la valeur analytique est de 0.888 Hz (c’est le de´placement de la
cuve que l’on impose ici). Une fois le re´gime permanent atteint, la cuve est bloque´e et l’on
observe la surface libre osciller. Une came´ra place´e sur le coˆte´ enregistre le mouvement du
liquide.
Les 14 premie`res oscillations ont ainsi pu eˆtre enregistre´es. En mesurant la hauteur
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No Mode (m,n) Valeur analytique (Hz) Valeur nume´rique (Hz) Erreur (%)
1 (1,0) 0.8880 0.8881 0.01
2 (2,0) 1.2840 1.2848 0.06
3 (3,0) 1.5734 1.5754 0.13
4 (4,0) 1.8168 1.8209 0.23
5 (5,0) 2.0313 2.0383 0.34
6 (6,0) 2.2252 2.2362 0.49
7 (7,0) 2.4034 2.4197 0.68
8 (8,0) 2.5694 2.5789 0.37
9 (0,1) 2.5721 2.5888 0.65
10 (1,1) 2.5821 2.5921 0.39
Figure 4.7 – Comparaison des 10 premie`res fre´quences propres de ballottement calcule´es
avec leur valeur analytique.
Mode a` 0.8881 Hz Mode a` 1.2848 Hz
Mode a` 2.5790 Hz Mode a` 2.5889 Hz
Figure 4.8 – Exemples de mode de ballottement de la cuve.
de la surface libre (note´e z) sur le coˆte´ de la cuve (voir Figure 4.9), on peut calculer le
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Figure 4.9 – Exemples de photographies du maximum (a` gauche) et du minimum (a`
droite) d’une oscillation de la surface libre. Entoure´e en rouge, l’intersection entre la surface
libre et la paroi de la cuve, correspondant au point de mesure de l’altitude z.
de´cre´ment logarithmique que l’on de´finit de la manie`re suivante :
δi =
1
r
ln
(
z(t = tmaxi )− z(t = tmini )
z(t = tmaxi + r T)− z(t = tmini + r T)
)
(4.49)
z(t = tmaxi ) et z(t = t
min
i ) correspondent respectivement a` l’altitude maximum et minimum
de la surface libre pour l’oscillation i, atteint au temps t = tmaxi et t = t
min
i . T correspond a`
la pe´riode de l’oscillation et r est un nombre entier naturel non nul quelconque. On choisit
ici r = 6. Ce qui permet d’avoir 7 mesures du de´cre´ment tout en lissant chaque estimation
de δi sur 6 pe´riodes. A` partir de ces valeurs, on en de´duit la valeur de l’amortissement ξi
pour chaque oscillation i de´finie par :
ζi =
1√
1 +
(
2pi
δi
)2 (4.50)
Le graphique 4.11 pre´sente les re´sultats expe´rimentaux obtenus. En moyennant ces valeurs
on obtient une mesure de l’amortissement pour le premier mode a` 3.659.10−3.
En utilisant la me´thode pre´sente´e pre´ce´demment, on obtient le re´sultat nume´rique illustre´
par la figure 4.10 ou` l’amortissement modal pour les 10 premiers modes est donne´. Comme
on a pu le remarquer dans la partie 4.2, la contribution de l’amortissement associe´ a` la
viscosite´ du fluide dans le volume du liquide est ici bien plus faible.
Ainsi, la valeur nume´rique de l’amortissement pour le premier mode est de 2.848×10−3
ce qui correspond a` une erreur d’environ 22 %. Si l’ordre de grandeur a pu eˆtre atteint,
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No ζΩi (× 10−3) ζΣi (× 10−5) Total (× 10−3)
1 2.844 0.378 2.848
2 2.372 1.031 2.383
3 2.144 1.849 2.163
4 1.996 2.769 2.024
5 1.888 3.753 1.926
6 1.805 4.769 1.852
7 1.738 5.790 1.796
8 1.695 6.950 1.765
9 1.898 7.034 1.969
10 1.682 6.792 1.750
Figure 4.10 – Valeurs des coefficients d’amortissement pour les 10 premiers modes dans
le volume fluide note´s ζΩi et repre´sente´s en rouge, et la contribution de l’amortissement
aux parois note´e ζΣi et repre´sente´e en bleu.
Figure 4.11 – Valeur du coefficient d’amortissement en fonction du nume´ro de l’oscillation.
la valeur calcule´e reste nettement en dessous de la valeur mesure´e, ce qui est en accord
avec le fait que les autres sources d’amortissement manquantes introduites au de´but du
chapitre et lie´es aux effets de capillarite´ n’ont pas e´te´ prises en compte. Ce proble`me a e´te´
constate´ par un grand nombre d’auteurs.
En effet, il est tre`s difficile d’e´viter que la surface libre d’un liquide en contact avec une
atmosphe`re non controˆle´e soit ”pollue´e” par la pre´sence d’impurete´s (e´ventuellement dues
a` des phe´nome`nes physico-chimiques impre´vus). Cette contamination n’est pas force´ment
observable a` l’oeil nu mais il a e´te´ montre´ expe´rimentalement qu’elle joue un roˆle signifi-
catif sur l’amortissement des vagues a` la surface du liquide [26, 33] puisqu’elle lui donne
un comportement viscoe´lastique. La pre´sence d’impurete´s a tendance a` empeˆcher toute
de´formation de la surface [15].
De plus, a` la suite d’observations expe´rimentales effectue´es sur des bassins de petites tailles
contenant des liquides de natures diffe´rentes (mouillants ou non mouillants), Keulegan a
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identifie´ l’adhe´rence du liquide sur la paroi (lie´e a` la tension de surface) comme une source
de dissipation [60]. Un certain nombre de travaux ont mis en e´vidence que l’e´nergie dissi-
pe´e par ces phe´nome`nes de capillarite´ a` la ligne de contact (”damping by wetting”) peut
exce´der celle qui est dissipe´e par la viscosite´ [51] et est donc essentielle a` prendre en compte
en particulier quand le fluide est peu visqueux [81].
4.3.6 Influence de l’amortissement des modes de ballottement sur la
synthe`se modale.
On a pu voir que les coefficients d’amortissement des modes de ballottement de´pendent
du coefficient de viscosite´ cine´matique, en faisant varier ce coefficient on trace la re´ponse
en fre´quence du de´placement dans la direction radiale de la structure pour les diffe´rentes
matrices Z obtenues pour 48 modes de ballottement calcule´s. L’amortissement de la struc-
ture n’e´tant pas pris en compte, seul les effets dissipatifs du fluide ont une influence sur les
courbes. Trois valeurs pour la viscosite´ cine´matique sont conside´re´es : 10−4 [m−2/s], 10−3
[m−2/s], et 10−2 [m−2/s]. Pour chaque valeur on trace la re´ponse directe et la re´ponse
obtenue par synthe`se modale.
Figure 4.12 – Re´ponse en fre´quence du de´placement de la structure par synthe`se modale
(pointille´s) et re´ponse directe en fre´quence (traits continus) pour diffe´rents coefficients de
viscosite´ cine´matique.
On remarque dans un premier temps que sur les deux courbes 4.12 et 4.13, la synthe`se
modale et la re´ponse directe se superposent parfaitement meˆme pour une viscosite´ e´leve´e.
De plus, on voit que l’amortissement du fluide peut avoir une influence sur les premiers
modes hydroe´lastiques pour des grandes valeurs du coefficient de viscosite´. En effet, dans la
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formulation 2.41 utilise´e, les modes de ballottement du fluide apportent un terme dissipatif
(bloc extra diagonal de la matrice d’amortissement du syste`me couple´) dans l’e´quation de
la structure, ce qui a pour effet d’amortir les modes propres de structure. Cependant, cet
amortissement de´croit rapidement lorsque l’on sort de la gamme de fre´quence d’influence
des modes de ballottement qui va dans ce cas jusque 1.5 Hz et a` partir de 2.5 Hz la struc-
ture reste non amortie et le fluide n’a plus d’influence.
Figure 4.13 – Re´ponse en fre´quence du potentiel de de´placement du fluide par synthe`se
modale (pointille´s) et re´ponse directe en fre´quence (traits continus) pour diffe´rents coeffi-
cient de viscosite´ cine´matique.
En effet, dans la formule de de´composition du potentiel de de´placement du fluide (2.4),
on voit que celui-ci peut eˆtre amorti via les coordonne´es ge´ne´ralise´es ou bien par la solution
quasistatique qui de´pend du de´placement de la structure. Pour notre cas d’e´tude, le mode`le
re´duit du fluide utilise φ∞, par de´finition, lorsque la fre´quence augmente le potentiel φ
tend vers φ∞. Puisque l’amortissement de la structure n’est pas pris en compte, le potentiel
de de´placement du fluide n’est pas amorti lorsque l’on augmente en fre´quence a` partir de
2.5 Hz (voir Fig. 4.13).
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Conclusion
Dans cette partie, on a e´tabli les e´quations line´arise´es du syste`me fluide-structure
amorti conside´re´. Le fluide e´tant repre´sente´ par un mode`le re´duit (par projection sur ses
modes de ballottement), un mode`le d’amortissement diagonal a e´te´ propose´ afin d’intro-
duire, via les coefficients d’amortissement des modes de ballottement, les sources dissipa-
tives visqueuses. La me´thode utilise´e pre´sente l’avantage d’eˆtre ”souple” et permet d’intro-
duire le nombre de sources dissipatives souhaite´ en sommant les coefficients d’amortisse-
ment associe´s a` chaque source.
La re´ponse directe en fre´quence du mode`le re´duit obtenu a pu eˆtre compare´e avec celle du
mode`le complet ; avec une base de modes de ballottement suffisamment enrichie le mode`le
re´duit permet de bien repre´senter le syste`me couple´.
On s’est ensuite inte´resse´ a` l’e´tude du proble`me aux valeurs propres quadratique avec un
ope´rateur d’amortissement non syme´trique. Les modes calcule´s ne sont pas orthogonaux
et ne diagonalisent pas ne´cessairement les matrices M̂, K̂ et D̂. Cependant, en passant
dans l’espace d’Etat, il est possible de retrouver des proprie´te´s de bi-orthogonalite´ entre
les modes a` droite et les modes a` gauche du syste`me de taille double, ce qui permet une
re´solution du proble`me par une approche de type synthe`se modale. Les modes complexes
du syste`me amorti permettent d’e´tablir l’expression analytique des re´ponses fre´quentielle
et temporelle (line´arise´es). Cette formulation permet de bien approcher la re´ponse directe
en fre´quence a` condition d’ajouter une correction statique. Les re´ponses temporelles que
l’on pre´sente ici sous forme d’un de´placement serviront de base pour une comparaison avec
d’e´ventuels re´sultats expe´rimentaux.
Enfin, une me´thode pour de´terminer des coefficients d’amortissement des modes de ballot-
tement a e´te´ propose´e en utilisant des mode`les de me´canique des fluides simples. L’utilisa-
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tion de cette me´thode sur des exemples simples a permis de valider l’approche, cependant,
les premie`res comparaisons avec des mesures expe´rimentales mettent en avant la ne´cessite´
d’introduire les phe´nome`nes de capillarite´ qui peuvent jouer un roˆle non ne´gligeable sur
l’amortissement du fluide. Dans la seconde partie de ce manuscrit, on s’inte´ressera a` la
formulation du proble`me conservatif couple´ avec prise en compte des effets de capillarite´.
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Deuxie`me partie
Effets de la capillarite´ sur les
vibrations du syste`me
fluide-structure conside´re´
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Introduction
Cette deuxie`me partie rassemble les travaux the´oriques qui ont e´te´ mene´s pour e´largir
la formulation couple´ fluide-structure utilise´e pre´ce´demment (structure e´lastique et fluide
pesant incompressible) aux cas ou` les phe´nome`nes de tension de surface (appele´s aussi
capillarite´) joueraient un roˆle non ne´gligeable (par exemple pour des re´servoirs en micro-
gravite´).
Une des difficulte´s re´side dans le fait que gravite´ et capillarite´ agissent sur les e´tats dyna-
miques mais aussi sur l’e´tat statique du syste`me, ce qui ge´ne`re des effets de pre´contrainte
qui doivent eˆtre mode´lise´s.
Cette e´tude du proble`me couple´ s’inscrit dans la continuite´ des travaux re´alise´s dans ce
domaine par l’ONERA en collaboration avec le CNAM/LMSSC depuis plusieurs anne´es
par Schotte´ et El-Kamali [35, 36, 91]. Les pre´ce´dentes e´tudes se sont inte´resse´es a` des cas
particuliers du proble`me e´nonce´ ici : dans [35], la structure est conside´re´e comme rigide
et immobile et dans [91], les effets de la capillarite´ ne sont pas pris en compte. L’objectif
de cette partie est donc de regrouper l’ensemble des travaux dans une formulation unifie´e.
On peut donc s’attendre a` retrouver des ope´rateurs identiques (raideur, couplage,...etc),
ou bien des similitudes dans la forme finale du proble`me couple´. Il sera donc inte´ressant
d’effectuer tout au long de cette e´tude, certains rapprochements.
Puisque les e´quations locales du proble`me couple´ ne sont a priori pas connues (notamment
au niveau de la ligne triple : intersection entre la surface libre et la structure), on se pro-
pose d’utiliser une me´thode e´nerge´tique comme cela avait e´te´ initie´ dans l’e´tude statique
[35]. Cette approche sera ge´ne´ralise´e en dynamique en utilisant le principe de moindre
action. Les contraintes telles que l’incompressibilite´ du fluide et la condition de continuite´
a` l’interface fluide-structure seront introduites dans l’expression du Lagrangien par des
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multiplicateurs de Lagrange. Cette approche vise a` de´coupler les variables du proble`me
afin d’obtenir une formulation variationnelle facilement diffe´rentiable.
Dans un premier temps, les diffe´rents phe´nome`nes lie´s a` la capillarite´, la parame´trisation
du proble`me ainsi que le Principe de Moindre Action sont pre´sente´s (chapitre 5). Dans le
chapitre 6, un bilan de l’ensemble des e´nergies et des contraintes que l’on souhaite prendre
en compte est e´tabli. La variation au premier ordre de chacune des e´nergies permet d’ob-
tenir la formulation variationnelle non line´aire du proble`me statique. On s’inte´resse a` la
formulation du proble`me dynamique line´arise´ dans le chapitre 7. Enfin, on proposera dans
le chapitre 8 des pistes pour prendre compte les phe´nome`nes dissipatifs dans le liquide lie´s
a` la capillarite´.
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Chapitre 5
Pre´liminaires
5.1 Introduction aux effets de capillarite´
La capillarite´ de´signe la science des surfaces et notamment des interfaces entre un
liquide et un gaz ou bien entre deux liquides. Cette discipline, a fait l’objet de nombreuses
publications, on peut notamment citer les travaux de P.-G. De Gennes dans ce domaine
[28, 27]. On ne souhaite pas de´crire ici de manie`re pre´cise les phe´nome`nes complexes lie´s
aux forces capillaires mais on cherchera plutoˆt a` introduire une mode´lisation simplifie´e
plus adapte´e aux e´tudes me´caniques.
On pre´sente donc dans cette partie les principaux phe´nome`nes connus lie´s a` la pre´sence
de tensions surfaciques (sur l’e´tat dynamique mais aussi sur la configuration statique), les
parame`tres pouvant jouer un roˆle important, les hypothe`ses que l’on conside`rera ainsi que
leurs domaines de validite´.
5.1.1 E´nergie d’interface et tension superficielle
Pour fracturer un mate´riau condense´ (solide ou liquide), il faut fournir au minimum
l’e´nergie correspondant a` la se´paration de deux plans d’atomes [83]. Soit V l’e´nergie a`
fournir pour se´parer une paire d’atomes, et ES l’e´nergie correspondant a` la formation de
l’interface S entre le corps et son environnement. L’e´nergie ES est alors proportionnelle
au nombre d’atomes sur la surface. De plus, le mate´riau e´tant conside´re´ homoge`ne, le
nombre d’atome est ici proportionnel a` la surface de S. On notera alors αS le coefficient
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de proportionnalite´ entre ES et l’aire AS de S et on a :
ES = αS AS (5.1)
αS est l’e´nergie par unite´ de surface du mate´riau.
Ces conside´rations peuvent eˆtre ge´ne´ralise´es a` toute interface entre deux milieux dont
au moins un est condense´. Ci-dessous le tableau 5.1 donne quelques valeurs de tension
surfacique pour diffe´rents liquides (a` 20˚ C) [83] :
Liquide Alcane E´thanol Eau Mercure
α (mN/m) ' 20 23 72 485
Figure 5.1 – Exemples de valeurs pour la densite´
d’e´nergie superficielle.
Chaque interface est donc associe´e a` une e´nergie et est soumise a` une tension qui tend
a` minimiser cette e´nergie. Sur Terre, meˆme si la force de pesanteur pre´domine, les forces
de tension surfacique sont non nulles (cf. Fig. 5.3 1). Cependant, si l’on vient se placer
dans un espace ou` la gravite´ devient du meˆme ordre de grandeur que les forces de tension
surfacique, la surface libre va se courber et minimiser son e´nergie en formant un me´nisque.
Ce phe´nome`ne intervient lorsque la gravite´ devient faible mais peut eˆtre e´galement observe´
sur Terre lorsque les dimensions du syste`me sont suffisamment petites (cf. Fig. 5.4 2).
La densite´ surfacique de force associe´e a` cette e´nergie d’interface peut eˆtre mise en e´vidence
par une expe´rience simple (cf. Fig. 5.2) : on conside`re un film de savon de surface Σ fixe´
sur un cadre rectangulaire en fer dont un des coˆte´s de longueur L est mobile.
Figure 5.2 – Expe´rience du film de savon.
Si l’on de´place ce coˆte´ d’une longueur dx, d’apre`s l’expression 5.1, l’e´nergie superficielle
1. Cre´dits Photo : David Hu and Nathan J. Mlot
2. Cre´dits Photo : PRHaney
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du film augmente d’une quantite´ ∆ES :
∆ES = 2αS Ldx (5.2)
Cette augmentation d’aire correspond au travail d’une force de rappel f qui est la force
de tension exerce´e sur les deux faces et qui s’e´crit :
dW = 2 fdx (5.3)
on a donc :
f = αS L (5.4)
La tension surfacique f est donc la force par unite´ de longueur qui vient tendre l’interface
Σ.
Figure 5.3 – Fourmi marchant sur l’eau. Figure 5.4 – Me´nisque dans un tube a` essai.
5.1.2 Mouillage
Dans notre e´tude, on conside`re un syste`me constitue´ d’un fluide (F) ayant une surface
libre en contact avec un gaz (G) et une structure (S) (cf. Fig.5.5), trois e´nergies d’interfaces
sont donc a` conside´rer. Dans la suite on notera αL le coefficient de tension superficielle
entre le liquide et le solide, αG celui entre le solide et le gaz, et α celui entre le liquide et
le gaz.
On se place maintenant sur la ligne triple γ de´finie comme e´tant l’intersection des trois
interfaces : chacune des forces de tension agissant sur γ tend a` minimiser la surface de
99
5.1. INTRODUCTION AUX EFFETS DE CAPILLARITE´
l’interface correspondante, l’e´quilibre des forces de tension s’exerc¸ant sur un e´le´ment dγ
de masse nulle est donc donne´ par :
αG dγνΣ − αL dγνΣ − α dγνΓ + fS/LnΣ = 0 (5.5)
ou` fS/L de´signe l’amplitude de la force exerce´e par la structure sur dγ, on suppose que le
fluide glisse sur la paroi et fS/L est donc oriente´e suivant la normale nΣ. Les vecteurs νΣ
et νΓ (appele´s normales ge´ode´siques) sont perpendiculaires a` γ respectivement tangents a`
l’interface liquide-structure et a` la surface libre. La projection de cette relation d’e´quilibre
sur νΣ donne la relation de Young :
αG − αL = α cos θS (5.6)
ou` θS de´signe l’angle de contact statique (cf. Fig.5.6). En statique, cet angle ne de´pend
que des 3 milieux conside´re´s.
Figure 5.5 – Syste`me e´tudie´. Figure 5.6 – Angle de contact.
En prenant νΓ = cos(θS)νΣ +sin(θS)nΣ (voir Fig. 5.2), en projetant suivant la normale
nΣ on remarque que le liquide exerce sur le solide au niveau de la ligne triple une force
que l’on note fF/S et de norme α sin(θS). fF/S est une force attractive qui vient ”tirer”
sur γ et vient e´quilibrer la ligne triple suivant nΣ :
fF/S = −fS/F = −α sin(θS) nΣ (5.7)
On notera la singularite´ venant du fait qu’en the´orie classique d’un solide e´lastique en trois
dimensions, une force ponctuelle entraˆınerait des de´formations infinies. La condition aux
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limites sur un solide e´lastique en trois dimensions s’e´crit sur sa surface exte´rieure ΣS (de
normale nΣ) de la manie`re suivante :
σ(uS) · nΣ = fS (5.8)
σ repre´sente le tenseur des contraintes de Cauchy et fS repre´sente les forces surfaciques
exte´rieures exerce´es sur le solide (par exemple : pre´sence du fluide, excitation exte´rieure,...).
Dans le cas ou` le solide est de´formable, il est donc ne´cessaire de traiter l’interaction entre
le fluide et le solide a` une e´chelle microscopique afin de lever cette singularite´ et calculer
d’e´ventuelles de´formations lie´es a` la pre´sence de la force line´ique fF/S . Dans [24], l’auteur
met en e´vidence la force normale exerce´e par le solide sur le liquide et propose un mode`le
permettant de caracte´riser l’attraction existante entre les mole´cules de solide et celles du
liquide en pre´voyant une distribution de force exerce´e sur l’e´paisseur de la ligne triple.
Cette distribution surfacique serait alors inte´gre´e dans la force fS . Puisque le proble`me
est ici traite´ a` un e´chelle macroscopique, on gardera l’utilisation des forces line´iques. Dans
[104], l’auteur donne une expression des de´formations locales microscopiques de la struc-
ture. Pour les structures que l’on conside`re, le module d’Young est suffisamment e´leve´ (a`
partir de 1012 Pa.) pour ne´gliger les de´formations de la structure dues a` la force fF/S .
Si l’e´tude le proble`me du mouillage statique est bien connue, l’e´tude de la dynamique
d’une ligne triple sur un substrat reste complexe. D’une manie`re ge´ne´rale, lorsque la ligne
triple est en mouvement, l’angle de contact dynamique θD que l’on observe varie.
Ainsi, en dynamique, l’e´quilibre des forces obtenu en statique sur la ligne triple (5.5) n’est
plus respecte´. En notant Fc la force provoquant le de´placement de la ligne triple on a :
Fc = (αG − αL − α cos θD)νΣ (5.9)
La relation (5.6) permet d’e´crire :
Fc = α(cos θS − cos θD)νΣ (5.10)
On remarque dans un premier temps que pour un liquide visqueux, une difficulte´ inter-
vient alors au niveau de la ligne triple ou` deux conditions macroscopiques contradictoires
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apparaˆıssent : le non glissement du fluide sur la paroi et le de´placement de la ligne triple
[53, 103].
La force Fc vient ici s’opposer a` la force de frottement de la surface libre sur la paroi.
Dans un premier temps, on prendra θD = θS . La ligne triple glisse ”librement” sur la pa-
roi du re´servoir avec un angle dynamique e´gal a` sa valeur statique. C’est une condition
aux limites relativement naturelle du point de vue de la mode´lisation puisqu’elle revient
a` conserver en dynamique la condition aux limites utilise´e en statique. Cette condition
semble particulie`rement justifie´e dans le cas ou` la longueur de capillarite´ est tre`s faible
devant la dimension caracte´ristique du re´servoir : lc  L ou bien lorsque la fre´quence
d’oscillation est tre`s basse (ω → 0) [108]. lc est donne´ par :
lc =
√
α
ρF g
(5.11)
La force Fc et donc la force de frottement sur la ligne triple sont alors nulles. Ce com-
portement ne dissipe pas d’e´nergie. C’est ce comportement et ce cadre d’e´tude que l’on
conside`rera dans ce manuscrit, dans la continuite´e des travaux initie´s par El Kamali [35].
Dans la suite, on de´signera donc par θ l’angle statique θS .
5.2 Parame´trisation du proble`me
Dans un premier temps, la variable utilise´e pour de´crire le syste`me sera la position du
fluide et de la structure. Ce choix permet d’e´crire facilement la condition de continuite´ a`
l’interface entre le fluide et la structure.
De meˆme que pour l’e´tude du proble`me hydroe´lastique pre´sente´ dans la premie`re partie,
on distinguera 3 e´tats de re´fe´rence du syste`me Fluide-Structure (Fig. 5.7) :
L’e´tat naturel ou` la surface libre est suppose´e horizontale. Les grandeurs relatives
a` la configuration naturelle sont indice´es par 0.
L’e´tat d’e´quilibre est l’e´tat de re´fe´rence autour duquel on souhaite e´tudier les
vibrations du syste`me couple´. La de´termination de l’e´tat d’e´quilibre constitue la pre-
mie`re e´tape de l’e´tude. Les grandeurs relatives a` la configuration d’e´quilibre sont
indice´es par le symbole ∗. Lorsque le syste`me a` l’e´tat naturel est soumis aux diffe´-
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rentes forces s’exerc¸ant sur le fluide et la structure, celui-ci se de´place pour atteindre
sa position d’e´quilibre. Ce de´placement est repe´re´ par les champs UF∗ et US∗ (qui
sont respectivement les de´placements du fluide et de la structure). On remarque que
la surface libre n’est ici pas ne´cessairement plane et forme un me´nisque du fait de la
capillarite´.
L’e´tat dynamique est l’e´tat du syste`me a` tout instant de l’analyse dynamique.
Le fluide et la structure sont de´finis respectivement par les champs de de´placement
UF et US . Ces grandeurs sont dans un premier temps non line´aires mais, dans un
deuxie`me temps on supposera que l’e´tat dynamique reste proche de l’e´tat d’e´quilibre
de fac¸on a` pouvoir line´ariser les e´quations dynamiques du syste`me autour de cet e´tat
d’e´quilibre.
Figure 5.7 – Configuration du proble`me et pre´sentation des trois e´tats : naturel, a` l’e´qui-
libre et dynamique.
Comme le montre la figure 5.7, le volume fluide ΩF est de´limite´ par les interfaces
Γ et Σ et l’intersection de ces deux interfaces est note´e γ. La ligne triple γ repre´sente
l’intersection des trois phases liquide-solide-gaz. La structure a un volume ΩS et l’interface
solide-gaz est note´e ΣG. Sur la ligne triple on utilisera le repe`re pre´sente´ figure 5.8 : νΣ
et νΓ sont les vecteurs unitaires orthogonaux a` γ et respectivement tangents a` Σ et Γ
(normales ge´ode´siques a` γ sur Σ et Γ). tγ repre´sente le vecteur unitaire tangent a` γ tel
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que tγ = νΣ ∧ nΣ.
Figure 5.8 – Repe`re local utilise´ sur la ligne triple γ. Cette base est e´galement appele´e
Trie`dre de Darboux-Ribaucour
5.3 Principe de Moindre Action
Le Lagrangien d’un syste`me me´canique est de´fini comme e´tant la diffe´rence entre l’e´ner-
gie cine´tique T et l’e´nergie potentielle V :
L(Q, Q˙) = T − V (5.12)
ou` Q est la variable de´crivant la position du fluide et de la structure. Soit δq une pe-
tite variation de Q cine´matiquement admissible. L’action S se pre´sente alors comme une
inte´grale par rapport au temps du Lagrangien entre deux instants t1 et t2 :
S =
∫ t2
t1
Ldt (5.13)
Le principe de moindre action stipule que la trajectoire re´elle suivie dans le plan de phase
par le syste`me e´tudie´ entre les instants t1 et t2 correspond a` un extremum de l’action. La
de´termination du trajet re´el (Q(t), Q˙(t)) se fait donc par une approche variationnelle :
on fait varier les trajets et les petites variations de trajet δq, δq˙ sont telles que δq(t1) =
δq(t2) = δq˙(t1) = δq˙(t2) = 0 (voir Fig. 5.9).
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Figure 5.9 – Le trajet re´el pris par le syste`me est celui pour lequel l’action est extre´male.
Les trajets physiquement admis sont ceux pour lesquels l’action pre´sente un extremum.
On de´finit cette variation comme e´tant la de´rive´e directionnelle par rapport aux variables
Q et Q˙ de la fonction S dans les directions δq et δ˙q :
DQS(δq, δ˙q) = ∂S
∂Q
(δq) +
∂S
∂Q˙
(δ˙q) (5.14)
Pour simplifier les e´critures on remplacera par la suite DQS par δ [S]. Le principe de
moindre action s’e´crira alors :
δ[ S(Q, Q˙) ](δq, δ˙q) = 0 ∀ (δq, δ˙q) (5.15)
On souhaite de plus prendre en compte dans notre proble`me une contrainte g(Q, Q˙)
que l’on introduit via un multiplicateur de Lagrange que l’on note iciXC . Ce multiplicateur
est alors une variable du proble`me. Le Lagrangien sous contrainte va s’e´crire :
L(Q, Q˙,XC) = T − V +XC g(Q, Q˙) (5.16)
Le principe de moindre action est donne´ par 3 :
δ[ S(Q, Q˙,XC) ](δq, δ˙q) = 0 ∀ (δq, δ˙q)
δ[ S(Q, Q˙,XC) ](δxC) = 0 ∀ δxC (5.17)
3. On applique dans les annexes E et F le Principe de Moindre Action sur des cas simples illustrant
la me´thode : l’e´tude a` parois fixes du proble`me line´aire de ballottement pour un fluide pesant et l’e´tude
statique et dynamique du proble`me couple´ pour un fluide pesant correspondant au proble`me e´tudie´ dans
[91].
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Chapitre 6
Du bilan e´nerge´tique a` la
formulation variationnelle statique
non line´aire
On de´finit dans cette partie les e´nergies potentielles du syste`me, les contraintes que
l’on souhaite prendre en compte, ainsi que leurs variations autour de l’e´tat statique.
6.1 Bilan e´nerge´tique
Dans la suite, on utilisera les espaces C0
UF
, C0
US
, CUF , CUS , C∗UF et C∗US les espaces
de´finis par :
C0UF =
{
UF ∈ H1(Ω0F )3
}
C∗UF =
{
UF ∈ H1(Ω∗F )3
}
CUF =
{
UF ∈ H1(ΩF )3
}
C0US =
{
US ∈ H1(Ω0S)3 /US = 0 sur Σu
}
C∗US =
{
US ∈ H1(Ω∗S)3 /US = 0 sur Σu
}
CUS =
{
US ∈ H1(ΩS)3 /US = 0 sur Σu
}
On conside`re pour le proble`me d’interaction fluide-structure e´tudie´, l’e´nergie poten-
tielle de pesanteur du liquide que l’on note Epes, ainsi que l’e´nergie potentielle e´lastique
de la structure Eelas. Les effets de capillarite´ sont introduits en conside´rant les e´nergies
d’interfaces associe´es a` Σ, ΣG et Γ, leur somme est note´e EStot . Comme e´voque´ dans [35],
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il est difficile de prendre en compte la contrainte d’incompressibilite´ directement dans le
calcul de la variation du Lagrangien. On choisit donc d’introduire dans l’expression (5.12)
un terme supple´mentaire, que l’on notera I, permettant de prendre en compte la condition
d’incompressibilite´ a` l’aide d’une nouvelle variable local : le multiplicateur de Lagrange
local Λ de´fini dans tout le volume liquide. De meˆme, afin de pouvoir diffe´rentier le La-
grangien par rapport a` uS et uF sans avoir a` se soucier de leur liaison, la condition de
contact a` l’interface Σ est prise en compte a` l’aide de la contrainte CΣ et du multiplicateur
de Lagrange local M . Si les forces s’exerc¸ant sur Σ sont des forces surfaciques, on a pu
voir dans la partie 5.1 que le bord γ est soumis a` des forces line´iques, on introduit donc
dans le Lagrangien une contrainte supple´mentaire Cγ permettant de prendre en compte la
condition de contact sur γ. Le multiplicateur de Lagrange associe´ e´tant note´ Mγ . L’ex-
pression de ces e´nergies et de ces contraintes est de´taille´e dans la suite. Le Lagrangien sous
contrainte s’e´crit alors :
L(US ,UF ,Λ,M,Mγ) =
(
EFC (U
F )+ESC(U
S)
)
−
(
Eelas(U
S)+Epes(U
F )+EStot(U
F ,US)
)
+ I(UF ,Λ) + CΣ(UF ,US ,M) + Cγ(UF ,US ,Mγ) + Fext(US) (6.1)
ou` EFC et E
S
C sont respectivement les e´nergies cine´tiques du fluide et de la structure. Fext
repre´sente le travail de la force exte´rieure fext sur la surface Σf de la structure (voir Fig.
5.7).
Le Principe de Moindre Action introduit dans la partie 5.3 permet d’e´crire la formulation
variationnelle du proble`me, il s’agit de trouver : (UF ,US ,Λ,M,Mγ) ∈ C0UF × C0US ×R×
R× R, tels que :
δUF ,U˙F [ S ] (δuF , ˙δuF ) = 0 ∀ (δuF , ˙δuF ) ∈ CUF × CUF
δUS ,U˙S [ S ] (δuS , ˙δuS) = 0 ∀ (δuS , ˙δuS) ∈ CUS × CUS
δΛ [ S ] (δλ) = 0 ∀ δλ ∈ R
δM [ S ] (δµ) = 0 ∀ δµ ∈ R
δMγ [ S ] (δµγ) = 0 ∀ δµγ ∈ R
(6.2)
Les deux premie`res relations correspondent a` l’e´quation du fluide et celle de la structure,
les trois dernie`res correspondent aux contraintes conside´re´es.
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Le cadre de notre e´tude se limite cependant aux vibrations line´rise´es autour de l’e´tat
d’e´quilibre du syste`me. On s’inte´resse donc dans un premier temps a` la recherche de la
configuration d’e´quilibre, c’est a` dire la position du liquide et de la structure minimisant
l’e´nergie potentielle du syste`me. En notant LS le Lagrangien sous contrainte de´fini par
la relation (6.1) avec des e´nergies cine´tiques nulles. Le proble`me statique se rame`ne donc
a` la recherche d’un extremum de LS . On utilisera e´galement l’indice ∗ pour de´signer les
multiplicateurs de Lagrange a` l’e´tat statique. Aussi, l’expression δ [ f ]∗ (δu) de´signe la
de´rive´e directionnelle de la fonction f dans la direction δu dans la configuration d’e´quilibre.
Il s’agit donc de trouver : (UF∗ ,US∗ ,Λ∗,M∗,M∗γ ) ∈ C0UF × C0US × R× R× R, tels que :
δUF [ LS ]∗ (δuF ) = 0 ∀ δuF ∈ C∗UF
δUS [ LS ]∗ (δuS) = 0 ∀ δuS ∈ C∗US
δΛ [ LS ]∗ (δλ) = 0 ∀ δλ ∈ R
δM [ LS ]∗ (δµ) = 0 ∀ δµ ∈ R
δMγ [ LS ]∗ (δµγ) = 0 ∀ δµγ ∈ R
(6.3)
6.1.1 Incompressibilite´
On conside`re un volume fluide qui ne de´pend que du de´placement UF . L’incompressi-
bilite´ en tout point du volume fluide peut eˆtre traduite en tout point de ΩF0 par :
det
(
F (UF )
)
= 1 (6.4)
F repre´sente le gradient de la de´formation volumique entre les domaines Ω0F et ΩF :
F = DX0X =
∂X
∂X0
(6.5)
X et X0 de´signant respectivement la position d’un point de ΩF et Ω
0
F . On de´finit donc le
terme lie´ a` la contrainte d’incompressibilite´ par :
I(UF ,Λ) =
∫
Ω0F
Λ (det (F )− 1) dΩ0F (6.6)
La variation du terme d’incompressibilite´ par rapport a` UF s’e´crit donc :
δUF [ I ] (δuF ) =
∫
Ω0F
Λ δ [det (F )] (δuF ) dΩ0F (6.7)
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On donne dans l’annexe D l’expression de la variation de det (F ) :
δ [det (F )] (δuF ) = div(δuF )det (F ) (6.8)
La variation de la contrainte I s’e´crit donc :
δ [ I ] (δuF ) =
∫
ΩF
Λ div(δuF ) dΩF (6.9)
Ce qui permet de retrouver que pour des petits de´placements δuF d’un fluide incompres-
sible, la contrainte d’incompressibilite´ se traduit par div(δuF ) = 0. On peut alors re´e´crire
ce terme autour de l’e´tat d’e´quilibre en inte´grant par parties avec ∂Ω∗F = Γ
∗ ∪ Σ∗ :
δ [ I ]∗ (δuF ) =
∫
Γ∗
Λ∗ δuF · n∗Γ dΓ +
∫
Σ∗
Λ∗ δuF · n∗Σ dΣ−
∫
ΩF∗
∇Λ∗ · δuF dΩF
(6.10)
6.1.2 E´nergie potentielle de pesanteur du fluide
Soit Ω0F la configuration initiale du volume fluide repe´re´e par le vecteur positionX0 (cf.
Fig. 5.7). Pour une configuration quelconque ΩF (U
F ) repe´re´e par le vecteurX = X0+U
F ,
l’e´nergie potentielle de pesanteur du fluide s’e´crit alors :
Epes(U
F ) = ρF g
∫
ΩF (UF )
X · iz dΩF (6.11)
Il est a` noter que puisque la condition d’invariance du volume du liquide est impose´e dans
le Lagrangien par un terme de contrainte (voir partie 6.1.1), la conservation de la masse
du fluide sera prise en compte en prenant ρF constant.
La variation de l’e´nergie potentielle dans la direction δuF va donc s’e´crire :
δUF [Epes] (δu
F ) = ρF g
∫
ΩF
δ [X] (δuF ) · iz dΩF + ρF g
∫
ΩF
X · izδ [ dΩF ] (δuF ) (6.12)
En utilisant le re´sultat obtenu dans l’Annexe D : on a δ [ dΩF ] (δu
F ) = div(δuF )dΩ et la
relation (6.12) va s’e´crire :
δ [Epes] (δu
F ) = ρF g
∫
ΩF
δuF · iz dΩF + ρF g
∫
ΩF
Z div(δuF )dΩF (6.13)
(6.14)
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avec Z = X · iz. En remarquant la relation :
div(Z δuF ) = Z div(δuF ) + δuF ·∇Z
= Z div(δuF ) + δuF · iz (6.15)
On en de´duit :
δ [Epes] (δu
F ) = ρF g
∫
ΩF
div(Z δuF ) dΩF (6.16)
En utilisant la formule d’Ostrogradsky, on e´crit la variation de l’e´nergie de pesanteur
autour du domaine fluide a` l’e´quilibre Ω∗F dont le bord s’e´crit ∂Ω
∗
F = Γ
∗ ∪ Σ∗ on a :
δ [Epes]
∗(δuF ) = ρF g
∫
Γ∗
Z∗δuF · n∗Γ dΓ + ρF g
∫
Σ∗
Z∗ δuF · n∗Σ dΣ (6.17)
6.1.3 E´nergie potentielle e´lastique de la structure
On conside´rera une e´nergie potentielle e´lastique de la structure Eelas, le re´sultat de la
variation de cette e´nergie que l’on exprime autour de Ω∗S dans la direction δu
S est donne´e
classiquement par :
δUS [Eelas]
∗ (δuS) =
∫
Ω∗S
Tr
[
σ(US∗ ) (DXSδu
S)
T
]
dΩS =
∫
Ω∗S
σ(US∗ ) : (δu
S)dΩS
(6.18)
Tr est ici l’ope´rateur trace, XS le vecteur position de la structure, σ repre´sente le tenseur
des contraintes de Cauchy et  = DXSδuS le tenseur des de´formations.
6.1.4 E´nergies surfaciques
Soit S l’interface entre un corps et son milieu environnant. Comme on l’a vu dans la
partie pre´ce´dente, l’e´nergie d’interface ES correspondant a` S va s’e´crire :
ES = αSAS (6.19)
AS de´signe l’aire de la surface S et αS est la densite´ surfacique d’e´nergie de surface que
l’on supposera constante. Soit U un champs vectoriel de de´placement de´finit sur la surface
S. La variation de cette e´nergie dans la direction δu s’e´crira :
δU [ES ] (δu) = αSδU [AS ] (δu) (6.20)
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Or on de´montre que la variation de l’aire dans la direction δu s’e´crit (Chap. 9 [30]) :
δ [AS ] (δu) =
∫
S
divS(δu)dS (6.21)
ou` divS est la divergence surfacique de´finie sur la surface S (suppose´e diffe´rentiable). En
de´composant δu en une partie tangente a` S que l’on note δu et une partie δu⊥ suivant
la normale n a` la surface (voir Fig. 6.1), on en de´duit une expression de divS(δu) :
divS(δu) = divS(δu
 + δu⊥)
= divS(δu
 + (δu · n)n)
= divS(δu
) + (δu · n)divS(n) + n ·∇S(δu · n) (6.22)
Le gradient surfacique∇S e´tant toujours tangent a` la surface, le produit scalaire n·∇S(δu·
n) est toujours nul. De plus, on notera par de´finition :
divS(n) = 2HS (6.23)
HS e´tant la courbure moyenne a` la surface S (on gardera la convention HS < 0 si le centre
de courbure se situe dans le milieu ou` pointe la normale n). La relation (6.21) s’e´crit alors :
δ [AS ] (δu) =
∫
S
divS(δu
)dS + ∫
S
2HS δu · ndS (6.24)
En e´crivant ∂S le bord de S et en utilisant la formule d’Ostrogradsky on a :
δ [AS ] (δu) =
∮
∂S
δu · νSdS +
∫
S
2HS δu · ndS (6.25)
Le premier terme repre´sente la variation de la surface S due aux de´placements tangents de
son bord, le second repre´sente la variation de la surface S due aux de´placements suivant
la normale n qui est proportionnelle a` la courbure moyenne de la surface.
Il est a` noter que pour des surfaces anguleuses, c’est a` dire pour lesquelles il existe une
ligne de discontinuite´ C1 R (R e´tant une courbe se´parant la surface AS en deux surfaces
A1S et A2S), la normale n pre´sente alors une discontinuite´ et il est ne´cessaire de rajouter a`
l’expression (6.25) un terme supple´mentaire :
δ [AS ] (δu) =
∮
∂S
δu · νSdS +
∮
R
δu · (ν1S + ν2S)dR+
∫
S
2HS δu · ndS (6.26)
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Figure 6.1 – Repe`res utilise´s pour la de´finition de la variation de l’aire de la surface S.
On parame`tre la surface par ξ1 et ξ2, a1 et a2 sont les vecteurs tangents a` S. t est tangent
a` ∂S et νS = t ∧ n.
ou` ν1S et ν
2
S sont respectivement les normales ge´ode´siques a` R sur A1S et A2S .
Soient EΣ, EΣG et EΓ les e´nergies de tension de surface associe´es aux interfaces Σ, ΣG
et Γ, on associe respectivement a` ces e´nergies les densite´s surfaciques d’ e´nergie αL, αG,
α. EStot de´signant la somme de ces e´nergies.
δuF caracte´rise une pertubation de la position du fluide, en particulier de la surface
libre Γ et du bord γ. δuS caracte´rise une perturbation de la position de la structure, en
particulier de ΣG. Concernant l’interface fluide-structure Σ, il faut choisir de parame´trer
son de´placement soit par δuF , soit par δuS , on peut cependant montrer que les deux choix
sont e´quivalents. On choisit ici de parame´trer Σ par δuS . La variation de ces e´nergies
autour de l’e´tat d’e´quilibre va donc s’e´crire :
δ [EΓ]
∗ (δuF ) = α
∮
γ∗
δuF · ν∗Γ dγ + α
∫
Γ
2H∗Γ δu
F · n∗Γ dΓ
δ [EΣ]
∗ (δuF , δuS) = αL
∮
γ∗
δuF · ν∗Σ dγ + αL
∫
Σ∗
2H∗Σ δu
S · n∗Σ dΣ
δ [EΣG ]
∗ (δuF , δuS) = −αG
∮
γ∗
δuF · ν∗Σ dγ + αG
∫
Σ∗G
2HΣ∗G δu
S · n∗ΣG dΣG
(6.27)
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d’ou` :
δUF [EStot ]
∗ (δuF ) = αδ [AΓ]∗ (δuF ) + αLδ [AΣ]∗ (δuF ) + αGδ [AΣG ]∗ (δuF )
δUS [EStot ]
∗ (δuS) = αGδ [AΣG ]∗ (δuS) + αLδ [AΣ]∗ (δuS)
6.1.5 Couplage Fluide-Structure
A` l’interface Σ :
De meˆme que pour l’incompressibilite´, la prise en compte de la contrainte assurant
le couplage entre le fluide et la structure au niveau de l’interface Σ, introduit dans la
relation (6.1), se fait a` l’aide d’un terme supple´mentaire CΣ(M,UF ,US). On retrouve cette
me´thode dans de nombreuses e´tudes pour des cas line´aires ou non line´aires [62, 29, 67].
On de´finit ici cet ope´rateur sur la surface Σ tel que :
δUF ,US [ CΣ ] (δuF , δuS) =
∫
Σ
M (δuS − δuF ) · nΣdΣ (6.28)
M e´tant un multiplicateur de Lagrange local de´fini sur Σ. La partie intervenant dans
l’e´quation du fluide (obtenue en prenant δuS = 0) est l’oppose´e de celle intervenant dans
la structure (action re´ciproque).
L’inte´reˆt de prendre en compte cette contrainte de manie`re faible dans la formulation
variationnelle est de permettre que les champs δuF et δuS appartiennent a` des espaces
libe´re´s de ces contraintes.
Dans le cas des grandes de´formations, la condition de continuite´ doit s’e´crire a` l’aide
des vitesses normales [39]. Puisque l’on s’inte´resse aux petites de´formations autour d’un
e´tat de re´fe´rence, on gardera l’e´criture en de´pacement. Comme on le verra lors de l’e´tude
dynamique, e´crite sous cette forme, la contrainte de couplage permet de prendre en compte
les e´changes d’efforts a` l’interface ainsi que les effets de pre´contraintes statiques. En e´crivant
la relation (6.28) autour de la position statique on a :
δUF ,US [ CΣ ]∗ (δuF , δuS) =
∫
Σ∗
M∗ (δuS − δuF ) · n∗ΣdΣ (6.29)
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Sur le bord de la surface libre γ :
L’e´tude des e´nergies surfaciques dans la partie 6.1.4 a permis de mettre en e´vidence
les forces capillaires s’exerc¸ant sur la ligne triple γ. En effet, la variation au premier ordre
de EStot traduit le travail de forces surfaciques (sur Γ, Σ et ΣG) mais aussi line´iques sur
le bord γ comme le montre l’encadre´ (6.27).
Le multiplicateur de Lagrange M , introduit pre´ce´demment pour coupler le fluide et la
structure sur l’interface Σ est homoge`ne a` une force surfacique, il ne permet cependant
pas de coupler le fluide et la structure sur le bord γ. On introduit donc un terme de
couplage supple´mentaire line´ique Cγ de´finit sur la ligne triple γ :
δUF ,US [ Cγ ] (δuF , δuS) =
∮
γ
Mγ (δu
S − δuF ) · nΣ dγ (6.30)
L’expression de la variation de Cγ autour de la position de´quilibre est alors donne´e par :
δUF ,US [ Cγ ]∗ (δuF , δuS) =
∮
γ∗
M∗γ (δu
S − δuF ) · n∗Σ dγ (6.31)
6.2 E´tude statique
6.2.1 E´tat d’e´quilibre du fluide
On souhaite maintenant exprimer la formulation variationnelle du fluide associe´e au
proble`me (6.3), en conside´rant les relations (6.10), (6.17), (6.27), (6.29) et (6.31) on a :∫
ΩF∗
∇Λ∗ · δuF dΩF −
∫
Γ∗
(
Λ∗ − ρF g Z∗ − α2H∗Γ
)
n∗Γ · δuF dΓ
−
∫
Σ∗
(
Λ∗ −M∗ − ρF g Z∗)n∗Σ·δuF dΣ+∮
γ∗
(
α sin(θ) +M∗γ
)
n∗Σ·δuF dγ = 0 ∀δuF ∈ C∗UF
(6.32)
En prenant des fonctions test δuF nulles sur le bord ∂ΩF∗ on en de´duit :
∇Λ∗ = 0 ⇒ Λ∗constant sur ΩF∗
La relation (6.32) permet d’obtenir une expression des multiplicateurs de Lagrange en
fonction des variables du proble`me pour le syste`me a` l’e´quilibre en prenant respectivement
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des fonctions tests δuF nulles sur Σ et γ, Γ et γ :
Λ∗ = ρF g Z∗ + α2H∗Γ sur Γ
∗ (a)
M∗ = Λ∗ − ρF g Z∗ sur Σ∗ (b)
M∗γ = −α sin(θ) sur γ∗ (c)
(6.33)
D’apre`s la relation (a) sur la surface libre Γ∗, le terme ρF g Z∗ + α2H∗Γ est constant.
On rappelle l’e´quation de Laplace-Young qui s’e´crit sous la forme :
P − PG = α2H∗Γ sur Γ∗ (6.34)
ou` P est ici la pression dans le liquide et PG la pression du gaz (α2H
∗
Γ repre´sente donc
le saut de pression a` l’interface liquide-gaz). E´tant donne´ que P = PZ=0 − ρF g Z∗, en
conside´rant PZ=0 la pression de l’origine de l’axe des Z, on a donc la relation suivante :
PZ=0 − PG = Λ∗ (6.35)
La constante Λ∗ peut donc eˆtre conside´re´e comme la diffe´rence de pression entre le gaz et
l’origine des axes.
Le multiplicateur M∗ donne´ par la relation (b) peut ici eˆtre conside´re´ comme une pression
statique s’exerc¸ant sur la paroi Σ∗. De meˆme, le multiplicateur M∗γ repre´sente l’amplitude
de la force statique exerce´e sur γ∗ et e´gale a` l’amplitude de fF/S introduite dans la partie
5.1.2.
Remarque
A` partir de l’e´quation (6.32) et des re´sultats obtenus dans la partie 5.1.2 concernant
l’e´quilibre des forces sur le bord γ∗, on remarque que le champ δuF ne travaille pas dans
la direction tγ (il n’y a pas de variation de l’e´nergie potentielle du syste`me). De plus, sur la
surface libre Γ∗, les de´placements tangentiels ne travaillent e´galement pas. On verra dans
la suite que cette inde´termination dans ces directions conduit a` un proble`me singulier pour
lequel ces degre´s de liberte´ doivent eˆtre bloque´s.
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6.2.2 E´tat d’e´quilibre de la structure
Pour la structure, les relations (6.18), (6.27), (6.29) et (6.31) donnent :∫
Ω∗S
σ(US∗ ) : (δu
S)dΩS +
∫
Σ∗
(2H∗Σ −M∗)n∗Σ · δuS dΣ
+ αG
∫
Σ∗G
2HΣ∗G δu
S · n∗ΣG dΣG −
∮
γ∗
M∗γn
∗
Σ · δuS dγ = 0 ∀δuS ∈ C∗US (6.36)
Les formulations (6.32) et (6.36) sont non line´aires (UF∗ et US∗ peuvent eˆtre grands).
Une re´solution de ce proble`me couple´ peut eˆtre obtenu par une me´thode ite´rative de
Newton-Raphson. En conside´rant que le de´placement entre chacune des e´tapes de calcul
est faible, une line´arisation des ope´rateurs du proble`me est possible et on se rame`ne a`
une suite de calculs line´aires. La line´arisation des ope´rateurs que l’on retrouve dans les
formulations (6.32) et (6.36) est pre´sente´e dans l’e´tude dynamique du proble`me. Dans le cas
d’un syste`me en micro-gravite´ avec une structure suffisamment rigide, le de´placement de la
structure entre l’e´tat naturel et l’e´tat d’e´quilibre sera suffisamment faible pour conside´rer
les deux volumes ΩS0 et Ω
S∗ comme e´tant confondus.
Concernant l’e´tat d’e´quilibre du fluide, le proble`me (6.32) que l’on obtient correspond au
proble`me statique pre´sente´ dans [35] ou` la structure est conside´re´e rigide. L’auteur pre´sente
une application de la re´solution ite´rative de Newton-Raphson permettant d’obtenir la
surface libre Γ∗. On ne rede´veloppera pas ici cette me´thode et on conside`re que la surface
Γ∗ est connue.
117
6.2. E´TUDE STATIQUE
118
Chapitre 7
Formulation variationnelle
dynamique line´arise´e
Ci-dessous, on re´capitule la de´marche de l’e´tude permettant d’aboutir a` la formulation
variationnelle line´arise´e.
E´tude Statique : T = 0, Q˙ = 0
δ[ L(Q,XC) ]∗ (δq) = 0 ∀δq
- Expression de X∗C = f(Q
∗)
?
E´tude Dynamique :
δ[ S(Q, Q˙,XC) ] (δq, δ˙q) = 0 ∀(δq, δ˙q)
?
Phase A
Line´arisation :
Q = Q∗ + q
XC = X
∗
C + ξ
?
Formulation variationnelle line´aire
en : (q, ξ,Q∗,X∗C)
-
?
Phase C
Formulation variationnelle line´aire
en : (q˜,Q∗)
Phase B
Changement de variable adapte´
pour l’e´limination de ξ :
q → q˜
ξ = f(q˜)
ﬀ
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On line´arise dans un premier temps les e´quations variationnelles obtenues dans l’e´tude
statique (phase A), puis, en utilisant un changement de variable adapte´, on e´limine de la
formulation les multiplicateurs de Lagrange (phase B) afin de pouvoir se ramener a` une
expression classique du proble`me couple´ (phase C).
7.1 Line´arisation des e´quations variationelles (phase A)
On cherche dans cette partie a` e´crire les e´quations line´arise´es de la dynamique du sys-
te`me fluide-structure en prenant en compte l’e´nergie cine´tique du syste`me. On s’inte´ressera
donc dans un premier temps a` la line´arisation des e´nergies introduites pre´ce´demment ainsi
que des e´nergies cine´tiques en de´composant les variables du proble`me (UF ,US ,Λ,M,Mγ)
autour de la position d’e´quilibre :
UF = UF∗ + uF
US = US∗ + uS
Λ = Λ∗ + λ
M = M∗ + µ
Mγ = M
∗
γ + µγ
(7.1)
ou` (uF ,uS , λ, µ, µγ) repre´sentent les petits de´placements et les petites variations des multi-
plicateurs de Lagrange autour de la position de re´fe´rence. On s’inte´resse donc au proble`me
(6.2) pre´sente´ pre´ce´demment, le Lagrangien sous contrainte e´tant de´fini par (6.1).
D’apre`s les expressions de la variation des e´nergies donne´es dans la partie 6.1, on voit que
la premie`re e´quation (celle du fluide) est une fonction des variables UF , Λ et M . La line´a-
risation de cette expression autour de l’e´tat statique est donc donne´e par le de´veloppement
limite´ suivant :
δ [ S ] (δuF , ˙δuF ) = δ [ S ]∗ (δuF , ˙δuF ) + ∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂U˙F
(u˙F ) + ...
...
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂Λ
(λ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂M
(µ) (7.2)
Cette expression peut eˆtre simplifie´e en conside´rant le proble`me statique (6.3) :
δ [ S ]∗ (δuF , ˙δuF ) = δ [ S ]∗ (δuF ) =
∫ t2
t1
δ [ LS ]∗ (δuF )dt = 0 (7.3)
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Ainsi, en proce´dant de meˆme pour le reste des e´quations, le proble`me (6.2) peut eˆtre
remplace´ par :
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuF )]∗
∂U˙F
(u˙F ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂Λ
(λ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂M
(µ) = 0 (a)
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuS)]∗
∂U˙S
(u˙S) +
∂
[
δ [ S ] (δuS)]∗
∂US
(uS) +
∂
[
δ [ S ] (δuS)]∗
∂M
(µ) = 0 (b)
∂
[
δ [ S ] (δλ)]∗
∂UF
(uF ) = 0 (c)
∂
[
δ [ S ] (δµ)]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ S ] (δµ)]∗
∂US
(uS) = 0 (d)
∂
[
δ [ S ] (δµγ)
]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ S ] (δµγ)
]∗
∂US
(uS) = 0 (e)
(7.4)
On souhaite maintenant exprimer ces de´rive´es pour chacune des e´nergies afin d’e´crire la
formulation variationnelle du proble`me line´arise´.
La line´arisation des e´nergies va nous permettre de mettre en e´vidence dans certains cas
des ope´rateurs biline´aires de rigidite´ (ope´rateurs tangents) que l’on notera K, une e´tude
de leur syme´trie est propose´e dans l’annexe G.
On introduit dans ce qui suit le vecteur τS , de´finit pour un vecteur quelconque u sur un
e´le´ment de surface dS de normale nS , par :
τS(u) dS = δ [nS dS] (u) (7.5)
E´nergie cine´tique
L’e´nergie cine´tique du fluide EFC de´pend du champ de vitesse du fluide U˙
F . Le volume
ΩF est ici de´formable, par de´finition on a :
EFC (U˙
F ,UF ) =
1
2
∫
ΩF (UF )
ρF (U˙F )2 dΩF (7.6)
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La variation de l’e´nergie cine´tique suivant UF et U˙F va s’e´crire :
δ
[
EFC (U
F , U˙F )
]
(δuF , ˙δuF ) =
∫
ΩF (UF )
ρF U˙F ˙δuF dΩF+
1
2
∫
ΩF (UF )
ρF (U˙F )2div(δuF ) dΩF
En de´rivant cette expression par rapport a` UF et U˙F respectivement dans la direction uF
et u˙F , autour de la position d’e´quilibre avec U˙F∗ = 0 , on retrouve l’expression classique
de la variation d’e´nergie cine´tique autour d’un e´tat fixe de re´fe´rence Ω∗F pour des petits
de´placements uF et δuF :
∂
[
δ
[
EFC
]
(δuF , ˙δuF )
]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ
[
EFC
]
(δuF , ˙δuF )
]∗
∂U˙F
(u˙F ) =
∫
Ω∗F
ρF u˙F · ˙δuF dΩF
(7.7)
L’expression de l’e´nergie cine´tique de la structure de masse volumique ρS a une forme
identique et est donne´e par :
∂
[
δ
[
ESC
]
(δuS , ˙δuS)
]∗
∂US
(uS) +
∂
[
δ
[
ESC
]
(δuS , ˙δuS)
]∗
∂U˙S
(u˙S) =
∫
Ω∗S
ρSu˙S · ˙δuSdΩS (7.8)
E´nergie potentielle de pesanteur du fluide
L’expression non line´aire (6.17) nous donne la variation de l’e´nergie potentielle de
pesanteur. Cette expression ne de´pend que du champs UF et on cherche uniquement sa
de´rive´e par rapport a` UF . On aura donc :
∂
[
δ [Epes] (δu
F )
]∗
∂UF
(uF ) = δ
[
ρF g
∫
Γ
ZδuF · nΓ dΓ + ρF g
∫
Σ
Z δuF · nΣ dΣ
]∗
(uF )
=
∫
Γ∗
ρF g(uF · iz)δuF · n∗ΓdΓ +
∫
Γ∗
ρF gZ∗δuF · τ ∗Γ(uF )dΓ
+
∫
Σ∗
ρF g(uF · iz)δuF · n∗ΣdΣ +
∫
Σ∗
ρF gZ∗δuF · τ ∗Σ(uF )dΣ
(7.9)
En introduisant l’ope´rateur KgS de´fini sur la surface S de normale n par :
KgS(u
F , δuF ) =
∫
S
ρF g(uF · iz)δuF · ndS (7.10)
La relation (7.9) s’e´crit donc a` l’aide de l’ope´rateur KgS en remplac¸ant S par Γ
∗ et Σ∗ :
∂
[
δ [Epes] (δu
F )
]∗
∂UF
(uF ) = KgΓ(u
F , δuF ) +KgΣ(u
F , δuF ) (7.11)
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E´nergies surfaciques
L’expression (6.27) est une fonction du de´placement du fluide UF et de la structure
US . Pour l’e´nergie EΓ on a :
∂
[
δ [EΓ] (δu
F )
]∗
∂UF
(uF ) = δ
[
α
∮
γ
δuF · νΓ dγ + α
∫
Γ
2HΓ δu
F · nΓ dΓ
]∗
(uF )
= α
∮
γ∗
δuF · δ [νΓ dγ]∗ (uF ) + α
∫
Γ∗
δuF · δ [2HΓnΓ dΓ]∗ (uF )
= α
∮
γ∗
δuF · δ [νΓ dγ]∗ (uF ) + α
∫
Γ∗
δ [2HΓ]
∗ (uF )δuF · nΓ dΓ
+ α
∫
Γ∗
2HΓδu
F · τ ∗Γ(uF )dΓ
avec :
KαΓ (u
F , δuF ) = α
∮
γ∗
δuF · δ [νΓ dγ]∗ (uF )
+ α
∫
Γ∗
δ [2HΓ]
∗ (uF )δuF · nΓ dΓ + α
∫
Γ∗
2HΓδu
F · τ ∗Γ(uF )dΓ (7.12)
ou` KαΓ (u
F , δuF ) est l’ope´rateur de raideur de la surface libre associe´ a` la capillarite´
pre´sente´ dans [35].
Pour l’e´nergie EΣ on va retrouver une raideur ayant la meˆme forme, cette fois-ci de´finie
sur l’interface Σ∗ et associe´e au coefficient αL :
∂
[
δ [EΣ] (δu
F )
]∗
∂UF
(uF ) = αL
∮
γ
δuF · δ [νΣ dγ]∗ (uF )
∂
[
δ [EΣ] (δu
S)
]∗
∂US
(uS) = αL
∫
Σ∗
δuS · δ [2HΣ]∗ (uS) nΣ dΣ (7.13)
+ αL
∫
Σ∗
2HΣδu
S · τ ∗Σ(uS) dΣ
De meˆme pour l’e´nergie EΣG :
∂
[
δ [EΣG ] (δu
F )
]∗
∂UF
(uF ) = −αG
∮
γ∗
δuF · δ [νΣ dγ]∗ (uF )
∂
[
δ [EΣG ] (δu
S)
]∗
∂US
(uS) = αG
∫
Σ∗G
δuS · δ [2HΣG ]∗ (uS) nΣG dΣG (7.14)
+ αG
∫
Σ∗G
2HΣGδu
S · τ ∗ΣG(uS) dΣG
123
7.1. LINE´ARISATION DES E´QUATIONS VARIATIONELLES (PHASE A)
Incompressibilite´
La condition d’incompressibillite´ I est une fonction des deux variables Λ et UF . En
conside´rant le re´sultat obtenu dans l’e´tude statique : ∇Λ∗ = 0 et en prenant δ[Λ](λ) = λ,
la line´arisation de δ [ I ] (δuF ) donne´e par (6.10) s’e´crit a` l’aide de la forme biline´aire KΛS
de´fini sur la surface S par :
KΛS (u
F , δuF ) =
∫
S
Λ∗ δuF · τS(uF )dS (7.15)
En remplac¸ant S par Γ∗ et Σ∗ on a :
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂Λ
(λ) = KΛΓ (u
F , δuF ) +KΛΣ(u
F , δuF ) (7.16)
+
∫
Γ∗∪Σ∗
λ δuF · n∗dS −
∫
Ω∗F
∇λ · δuF dΩF
On remarque que seul le terme I donne´ par (6.6) de´pend de Λ, la relation (c) du proble`me
(7.4) va donc s’e´crire :
∂
[
δ [ S ] (δλ)]∗
∂UF
(uF ) =
∂
[
δ [ I ] (δλ)]∗
∂UF
(uF ) =
∫
Ω∗F
δλ div(uF )dΩ (7.17)
Couplage Fluide-Structure
A` l’interface Σ :
La condition aux limites au niveau de l’interface Σ est donne´ par l’ope´rateur CΣ et la
relation (6.28) que l’on souhaite line´ariser. On se place dans un premier temps du point
de vue du fluide (δuS = 0) l’e´nergie introduisant le couplage s’e´crit :
δ [ CΣ ] (δuF ) = −
∫
Σ
M δuF · nΣdΣ (7.18)
On line´arise cette expression en conside´rant des petits de´placements du fluide autour de
l’interface Σ∗ c’est a` dire que l’on conside`re que l’interface Σ∗ suit les particules de fluide
(voir Fig. 7.1), on aura donc :
∂
[
δ [ CΣ ] (δuF )
]∗
∂UF
(uF ) = −
∫
Σ∗
M∗ δuF · δ [nΣdΣ]∗ (uF )
= −
∫
Σ∗
M∗ δuF · τ ∗Σ(uF )dΣ (7.19)
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L’ope´rateur CΣ est e´galement une fonction de la pression M et on note µ les petites
fluctuations de pression entre Σ∗ et Σ, on a δ [M ] (µ) = µ. Puisque l’on conside`re ici que
l’interface Σ suit le de´placement des particules de fluide, on utilisera la notation µF pour
de´signer cette fluctuation de pression :
∂
[
δ [ CΣ ] (δuF )
]∗
∂M
(µF ) = −
∫
Σ∗
µF δu
F · n∗ΣdΣ (7.20)
Dans l’e´quation de la structure, on notera alors µS la pression s’exerc¸ant sur le solide en
conside´rant des petits de´placements du solide autour de l’interface Σ∗. Ainsi, la line´arisa-
tion du terme de couplage pour l’e´quation de la structure s’e´crit de manie`re similaire :
∂
[
δ [ CΣ ] (δuS)
]∗
∂US
(uS) +
∂
[
δ [ CΣ ] (δuS)
]∗
∂M
(µS) =∫
Σ∗
M∗ δuS · τ ∗Σ(uS)dΣ +
∫
Σ∗
µS δu
S · n∗ΣdΣ (7.21)
Le sche´ma 7.1 repre´sente les surfaces Σ et Σ∗. Soit P un point de la surface Σ et les
de´placements uF et uS sont tels que
−−→
PiP = u
F et
−−→
PiP
′
= uS . P et P
′
sont donc les points
suivant respectivement le fluide et la structure. Si M∗ repre´sente une pression statique,
µS repre´sente la fluctuation lagrangienne de pression entre Pi et P
′
et µF celle entre Pi
et P [78]. Ainsi, la diffe´rence entre µS et µF traduit le saut de pression entre P
′
et P . La
relation entre ces deux quantite´s peut alors s’e´crire en prenant le de´veloppement limite´ de
la pression autour de P :
µS = µF +∇M∗ · (uS − uF ) (7.22)
On remarque que seul le terme CΣ de´pend de M . La relation (d) du proble`me (7.4) est
donc obtenue a` partir des relations (7.20) et (7.21) e´crites pour des de´placements uF et
uS et une de´rive´e par rapport a` M dans la direction δµ :
∂
[
δ [ CΣ ] (δµ)
]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ CΣ ] (δµ)
]∗
∂US
(uS) =
∫
Σ∗
δµ
(
uS − uF ) · n∗ΣdΣ (7.23)
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Figure 7.1 – Repre´sentation des interfaces Σ∗ et Σ, du point Pi ainsi que son emplacement
apre`s un de´placement en suivant une particule de fluide (P ), ou un de´placement en suivant
la structure (P
′
).
Sur le bord de la surface libre γ :
On conside`re la meˆme de´marche pour calculer les line´arisations associe´es au terme Cγ :
∂
[
δ [ Cγ ] (δuF )
]∗
∂UF
(uF ) = −
∮
γ∗
M∗γ δu
F · δ [nΣdγ]∗ (uF ) (7.24)
∂
[
δ [ Cγ ] (δuF )
]∗
∂Mγ
(µFγ ) = −
∮
γ∗
µFγ δu
F · n∗Σdγ (7.25)
On aura alors pour l’e´quation de la structure :
∂
[
δ [ Cγ ] (δuS)
]∗
∂US
(uS) =
∮
γ∗
M∗γ δu
S · δ [nΣdγ]∗ (uS) (7.26)
∂
[
δ [ Cγ ] (δuS)
]∗
∂Mγ
(µSγ ) =
∮
γ∗
µSγ δu
S · n∗Σdγ (7.27)
avec :
µSγ = µ
F
γ +∇M∗γ · (uS − uF ) (7.28)
Enfin, puisque que seul le terme Cγ de´pend de Mγ , la relation (e) du proble`me (7.4)
est donc obtenue a` partir des relations (7.25) et (7.27) e´crites pour des de´placements uF
et uS et une de´rive´e par rapport a` Mγ dans la direction δµγ :
∂
[
δ [ Cγ ] (δµγ)
]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ Cγ ] (δµγ)
]∗
∂US
(uS) =
∫
γ∗
δµγ
(
uS − uF ) · n∗Σdγ (7.29)
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Ainsi, les e´quations (c), (d) et (e) du proble`me 7.4 redonnent les relations div(uF ) = 0
dans le volume fluide Ω∗F et u
F · n∗Σ = uS · n∗Σ a` l’interface fluide-structure, ce sont les
expressions classiques des contraintes line´arise´es exprimant l’incompressibilite´ du fluide et
la condition de contact sur l’interface fluide-structure [4, 12].
E´nergie potentielle e´lastique de la structure
La line´arisation de la variation d’e´nergie potentielle e´lastique de la structure introduite
dans la partie 6.1.3 est donne´e par :
∂
[
δ [Eelas] (δu
S)
]∗
∂US
(uS) = KE(u
S , δuS) +KG(u
S , δuS) (7.30)
ou` KE repre´sente la raideur e´lastique classique de la structure de´finie sur le domaine
volumique Ω∗S . KG est la raideur ge´ome´trique e´galement de´finie sur Ω
∗
S et lie´e aux pre´-
contraintes pre´sentes dans la structure a` l’e´tat d’e´quilibre. Ces raideurs sont de´termine´es
pour une structure seule sans la pre´sence du fluide, on rappelle leurs expressions qui sont
donne´es dans [91] par rapport a` la position initiale Ω0S que l’on suppose ici proche de Ω
∗
S :
KE(u
S , δuS) =
∫
Ω∗S
Tr
[
C εXS (u
S) εXS (δu
S)
]
dΩS (7.31)
KG(u
S , δuS) =
∫
Ω∗S
Tr
[
DXSu
S σ0(DXSδu
S)T
]
dΩS (7.32)
ou` ε repre´sente le champ tensoriel des de´formations line´arise´es, σ0 le tenseur des contraintes
de Cauchy dans l’e´tat initial et C le tenseur constant d’ordre 4 des coefficients e´lastiques
caracte´risant la loi de comportement de la structure.
7.2 Expression des multiplicateurs de Lagrange (phase B)
En regroupant les e´nergies line´arise´es exprime´es dans la partie pre´ce´dente il est main-
tenant possible d’e´crire la formulation variationnelle du fluide et de la structure (e´quations
(a) et (b) de 7.4). Les variables de ce proble`me line´arise´ sont maintenant (uF , uS , λ, µ,
µγ). En e´crivant l’e´quation du fluide dans un premier temps, on peut alors exprimer les
multiplicateurs de Lagrange (λ, µ, µγ) en fonction des variables du proble`me. La relation
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(a) du l’encadre´ (7.4) s’e´crit :
∫ t2
t1
[∫
Ω∗F
ρF u˙F ˙δuF dΩF −
∫
Ω∗F
∇λ · δuF dΩF +∫
Γ∗
(
−ρF g(uF ·iz)−αδ [2HΓ]∗ (uF )+λ
)
δuF ·n∗ΓdΓ+
∫
Γ∗
(
− ρF gZ∗ − α2H∗Γ + Λ∗
)
︸ ︷︷ ︸
A
δuF ·τ ∗ΓdΓ+
∫
Σ∗
(
− ρF g (uF · iz) + λ− µF
)
δuF · n∗ΣdΣ +
∫
Σ∗
(
− ρF gZ∗ + Λ∗ −M∗
)
︸ ︷︷ ︸
B
δuF · τ ∗ΣdΣ
−
∮
γ∗
µFγ δu
F · n∗Σdγ +
∮
γ∗
(
− α sin θ −M∗γ
)
︸ ︷︷ ︸
C
δuF · δ [nΣdγ]∗ (uF )
]
dt = 0 (7.33)
Les termes A, B et C sont nuls d’apre`s l’e´tude statique et les relations (6.33). Cependant
on conservera dans la formulation finale le terme A afin de laisser apparaˆıtre les termes
de raideurs introduits pre´ce´demment. Car, un des objectifs est ici d’obtenir une formula-
tion variationnelle du syste`me couple´ syme´trique, et pour cela on souhaite se servir de la
syme´trie de ces ope´rateurs.
Ainsi, on pourra de plus comparer cette formulation avec celle obtenue par une me´thode
diffe´rente telle que la line´arisation de l’e´quation de Laplace-Young de´veloppe´e dans [35].
Le terme d’e´nergie cine´tique est modifie´ en inte´grant par parties ce qui permet d’avoir un
terme sans de´rive´e temporelle de la fonction test δuF :∫ t2
t1
∫
Ω∗F
ρF u˙F ˙δuF dΩF dt =
[∫
Ω∗F
ρF u˙F δuF︸ ︷︷ ︸
A
]t2
t1
−
∫ t2
t1
∫
Ω∗F
ρF u¨F δuF dΩF dt (7.34)
Le terme A est ici nul car δuF (t1) = δu
F (t2) = 0. Puisque la relation (7.33) est de´finie
pour n’importe quelle fonction test δuF , on fait disparaˆıtre l’inte´grale en temps :∫
Ω∗F
(
− ρF u¨F −∇λ
)
· δuF dΩF +∫
Γ∗
(
− ρF g (uF · iz)− αδ [2HΓ]∗ (uF ) + λ
)
δuF · n∗ΓdΓ +∫
Σ∗
(
− ρF g (uF · iz) + λ− µF
)
δuF · n∗ΣdΣ +∮
γ∗
µFγ δu
F · n∗Σdγ = 0 ∀δuF ∈ CUF (7.35)
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Avec des fonctions test δuF nulles sur le bord du domaine Ω∗F , on en de´duit la relation :
∇λ = −ρF u¨F sur Ω∗F (7.36)
On remarque qu’en prenant le rotationnel de cette expression, on montre que pour des
conditions initiales irrotationnelles, le fluide reste irrotationnel et rot(uF ) = 0. En effet,
les de´placements e´tant de faible amplitude et la viscosite´ ne´glige´e, on retrouve le cadre des
e´quations d’Euler line´arise´es pour lesquelles le de´placement du fluide est irrotationnel.
En reportant (7.36) dans (7.35) on obtient l’expression de la variable µF en conside´rant
des fonctions test nulles sur Γ∗ et γ∗ :
µF = λ− ρF g (uF · iz) sur Σ∗ (7.37)
De meˆme, l’e´quation de la surface libre est obtenue en conside´rant des fonctions test nulles
sur Σ∗ et γ∗ :
λ = ρF g (uF · iz) + αδ [2HΓ]∗ (uF ) sur Γ∗ (7.38)
Enfin, on en de´duit des e´quations (7.38), (7.37) et (7.36) :
µFγ = 0 (7.39)
En effet, on suppose dans cette e´tude que l’angle de contact est constant et la variation
d’amplitude de la force line´ique fF/S normale a` l’interface est nulle. La prise en compte
de la variation de l’angle de contact dans l’e´tude dynamique entraˆınerait :
µFγ = −αδ [sin θ] (uF ) (7.40)
De plus, puisque M∗γ = α sin θ est constant, d’apre`s la relation (7.28), on a directement
µSγ = 0.
On souhaite maintenant e´liminer les multiplicateurs de Lagrange par introduction d’une
nouvelle variable a` la place de uF : les petits mouvements irrotationnels du fluide seront
alors de´crits par un potentiel de de´placement ϕ, on pose :
uF =∇ϕ sur Ω∗F (7.41)
L’unicite´ de ϕ est assure´e par la forme line´aire l telle que l(ϕ) = 0 et l(1) 6= 0. Le choix
de l(ϕ) sera explicite´ ulte´rieurement. On gardera cependant sur le bord du domaine fluide
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(Σ, Γ, γ) le champs uF . On peut alors donner une expression de λ, d’apre`s (7.36). ∇λ est
une fonction de uF uniquement et λ est donc un scalaire de´fini a` une constante pre`s, cette
constante pouvant de´pendre line´airement de uS . On notera pi cette constante et on a :
λ = −ρF ϕ¨+ pi(uS) (7.42)
D’apre`s la relation (7.36) et l’expression du multiplicateur de Lagrange λ dans (7.42) on
remarque que celui-ci peut eˆtre assimile´ a` la pression Eulerienne du fluide [78].
Les relations (7.38) et (7.37) s’e´crivent donc :
−ρF ϕ¨+ pi = ρF g (uF · iz) + αδ [2HΓ]∗ (uF ) sur Γ∗ (7.43)
µF = −ρF ϕ¨+ pi − ρF g (uF · iz) sur Σ∗ (7.44)
La relation (7.43) donne l’e´quation de la surface libre de´crivant les petites vibrations autour
d’une surface courbe Γ∗. Avec (7.44), on retrouve l’expression classique de la fluctuation
de pression lagrangienne du fluide [78].
7.3 E´quation Fluide
λ et µ sont donc des fonctions des variables uF et uS , on souhaite maintenant suppri-
mer ces multiplicateurs de Lagrange dans la formulation variationnelle pour se ramener a`
une expression classique du proble`me couple´ en (ϕ, uF , uS). Il s’agit donc d’exprimer le
Lagrangien re´duit qui n’est plus qu’une fonction de (UF , US) et on s’inte´resse alors a` la
re´e´criture des termes d’incompressibilite´ I et de couplage CΣ et Cγ .
Il est a` noter qu’en supprimant les multiplicateurs de Lagrange, on supprime les e´quations
(c), (d) et (e) du proble`me (7.4). Ainsi, le nouveau proble`me que l’on e´crit est e´quivalent
si l’on conside`re la condition d’incompressibilite´ div(uF ) = 0 dans Ω∗F et la condition aux
limites a` l’interface fluide structure uF ·n∗Σ = uS ·n∗Σ de manie`re forte. On de´finit l’espace
CC par :
CC =
{
(uF ,uS) ∈ C∗UF × C∗US/uF · n∗Σ = uS · n∗Σ
}
(7.45)
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On se rame`ne au proble`me suivant :
∃(uF ,uS) ∈ CC tels que ∀(δuF , δuS) ∈ CC :
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuF )]∗
∂U˙F
(u˙F ) = 0 (a)
∂
[
δ [ S ] (δuS)]∗
∂US
(uS) +
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuS)]∗
∂U˙S
(u˙S) = 0 (b)
div(uF ) = 0 sur Ω∗F (c)
(7.46)
A` partir de la formule (6.6), on de´duit la relation suivante :
δ [ I ] (δuF ) =
∫
ΩF
Λdiv(δuF )dΩF +
∫
Ω0F
δ [ Λ ] (δuF ) (det (F )− 1) dΩ0F (7.47)
La line´arisation de cette expression est donne´e par :
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂US
(uS) =
∫
Ω∗F
δ [ Λ ]∗ (uF ,uS) div(δuF )dΩF
+
∫
Γ∗∪Σ∗
Λ∗ δuF · τ ∗S(uF )dS +
∫
Ω∗F
δ [ Λ ]∗ (δuF ) div(uF )dΩF︸ ︷︷ ︸
A
(7.48)
λ e´tant par de´finition une petite perturbation de Λ autour de Λ∗, pour une petite pertur-
bation (uF , uS) du syste`me on a :
δ [ Λ ]∗ (uF ,uS) = λ(uF ,uS) (7.49)
En comparaison avec (7.16), la relation (7.48) pre´sente un terme supple´mentaire A. On
choisira ici de garder ce terme en div(uF ) qui permet d’obtenir en inte´grant par parties la
formulation variationnelle du fluide. Ainsi, certains termes de (7.48) peuvent eˆtre exprime´s
par :
δ [ Λ ]∗ (uF ,uS) = λ = −ρF ϕ¨+ pi
δ [ Λ ]∗ (δuF ) = −ρF δϕ¨ (7.50)
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En remplac¸ant (7.50) dans (7.48) il est possible d’e´crire le terme d’incompressibilite´ :
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂US
(uS) = 2
∫
Ω∗F
ρF∇ϕ ·∇δ¨ϕdΩF
+
∫
Γ∗∪Σ∗
Λ∗ δuF · τ ∗S(uF )dS +
∫
Γ∗∪Σ∗
(−ρF ϕ¨+ pi)δuF · n∗dS
−
∫
Γ∗
ρF δ¨ϕ uF · n∗ΓdΓ−
∫
Σ∗
ρF δ¨ϕ uS · n∗Σdα (7.51)
Par ailleurs, a` partir des relations (7.44) et (6.33), le terme de couplage dans l’e´quation
du fluide (relation (a) du proble`me (7.46)) va s’e´crire
∂
[
δ [ CΣ ] (δuF )
]∗
∂UF
(uF )+
∂
[
δ [ CΣ ] (δuF )
]∗
∂US
(uS) = −
∫
Σ∗
(
Λ∗ − ρF g Z∗)︸ ︷︷ ︸
M∗
δuF ·τ ∗Σ(uF )dΣ
−
∫
Σ∗
(− ρF ϕ¨+ pi − ρF g (uF · iz))︸ ︷︷ ︸
µF
δuF · n∗ΣdΣ (7.52)
On remarque e´galement que dans (7.7), l’e´nergie cine´tique du fluide est une inte´grale d’une
fonction de uF sur le volume Ω∗F . En conside´rant δu
F =∇δϕ, le changement de variable
(7.42) va alors donner :
∂
[
δ
[
EFC
]
(δuF )
]∗
∂UF
(uF ) =
∫
Ω∗F
ρF u˙F · ˙δuF dΩF = −
∫
Ω∗F
∇ϕ˙ ·∇ ˙δϕdΩF (7.53)
Enfin, l’ope´rateur Cγ s’e´crit simplement en remplac¸ant M∗γ par sa valeur dans la relation
(7.24) et on a :
∂
[
δ [ Cγ ] (δuF )
]∗
∂UF
(uF ) = −
∮
γ∗
α sin θδuF · δ [nΣdγ]∗ (uF ) (7.54)
Finalement, la relation (a) du proble`me (7.46) va donner deux formulations correspondant
aux deux variables utilise´es pour le fluide uF et ϕ. On introduit l’espace d’admissibilite´
Cϕ des fonctions ϕ et δϕ suffisamment re´gulie`res, et l’espace C∗ϕ des fonctions ϕ ve´rifiant
la condition d’unicite´ introduite par la forme line´aire l :
C∗ϕ = {ϕ ∈ Cϕ / l(ϕ) = 0, l(1) 6= 0} (7.55)
En conside´rant uniquement les termes en δϕ (c’est a` dire les e´quations (7.51) et(7.53)), on
obtient la formulation variationnelle dans le volume liquide :∫
Ω∗F
∇ϕ ·∇δ¨ϕdΩ∗F︸ ︷︷ ︸
F (ϕ, δ¨ϕ)
−
∫
Γ∗
uF · n∗Γδ¨ϕdΓ︸ ︷︷ ︸
B(uF , δ¨ϕ)
−
∫
Σ∗
uS · n∗Σδ¨ϕdΣ︸ ︷︷ ︸
C(uS , δ¨ϕ)
= 0 ∀δ¨ϕ ∈ C∗ϕ (7.56)
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F est donc l’ope´rateur associe´ a` l’e´nergie cine´tique du fluide, B l’ope´rateur de couplage
entre le potentiel de de´placement et le de´placement normale a` la surface libre. C est l’ope´-
rateur de couplage fluide structure a` l’interface. On remarque que la relation (7.56) est
e´crite en δ¨ϕ et non δϕ. On peut cependant remplacer δ¨ϕ par δϕ dans la mesure ou` (7.56)
est vraie pour tout δ¨ϕ dans C∗ϕ.
De meˆme, on regroupe les termes en δuF dans l’expression des e´nergies line´arise´es pre´-
sente´es dans cette partie. Ainsi, les e´quations (7.9), (7.12), (7.51), (7.52) et (7.54) vont
donner :
−
∫
Γ∗
ρF g (uF · iz)δuF · n∗ΓdΓ−
∫
Γ∗
ρF gZ∗δuF · τ ∗Γ dΓ︸ ︷︷ ︸
−KgΓ(uF , δuF )
−α
∫
Γ∗
δuF · δ [2HΓnΓ dΓ]∗ (uF )︸ ︷︷ ︸
−KαΓ (uF , δuF ) +Kθγ(uF , δuF )
+
∫
Γ∗
Λ∗δuF · τ ∗Γ dΓ︸ ︷︷ ︸
+KΛΓ (u
F , δuF )
−
∫
Γ∗
ρF ϕ¨δuF · n∗Γ dΓ︸ ︷︷ ︸
−B(ϕ¨, δuF )
+pi
∫
Γ∗
δuF · n∗Γ dΓ︸ ︷︷ ︸
+piRΓ(δu
F )
= 0 (7.57)
ou` la relation (7.12) a permis d’exprimer le terme suivant :
−α
∫
Γ∗
δuF · δ [2HΓnΓ dΓ]∗ (uF ) = −KαΓ (uF , δuF ) +α
∮
γ∗
δuF · δ [νΓ dγ]∗ (uF )︸ ︷︷ ︸
Kθγ(u
F , δuF )
(7.58)
On donne une expression de l’ope´rateur de bord Kθγ dans l’annexe H.
7.4 E´quation Structure
On souhaite maintenant e´crire l’e´quation de la structure. Pour cela, il faut dans un
premier temps pre´ciser le terme de couplage CΣ. En conside´rant la relation (7.22), on
exprime d’abord µS en fonction des variables choisies pour de´crire le syste`me (u
S , ϕ). M∗
est donne´ par (6.33), puisque∇Λ∗ = 0 et en remarquant que∇M∗ = −ρF giz, on a alors :
µS = −ρF ϕ¨+ pi − ρF g (uS · iz) (7.59)
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on retrouve alors pour µS l’expression de la fluctuation lagrangienne de pression pour un
point de la structure [78]. L’expression (7.21) va s’e´crire :
∂
[
δ [ CΣ ] (δuS)
]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ CΣ ] (δuS)
]∗
∂US
(uS) =∫
Σ∗
(
Λ∗ − ρF g Z∗ − αL2H∗Σ
)︸ ︷︷ ︸
M∗
δuS ·τ ∗Σ(uS)dΣ+
∫
Σ∗
(− ρF ϕ¨+ pi − ρF g (uS · iz))︸ ︷︷ ︸
µS
δuS ·n∗ΣdΣ
(7.60)
Enfin, l’ope´rateur Cγ s’e´crit s’implement en remplac¸ant M∗γ par sa valeur dans (7.26) et
on a :
∂
[
δ [ Cγ ] (δuS)
]∗
∂US
(uS) =
∮
γ∗
α sin θδuS · δ [nΣdγ]∗ (uS) (7.61)
La relation (b) du proble`me (7.46), en utilisant les e´quations (7.8), (7.30), (7.60) et
(7.61), donne :
−
∫
Ω∗S
u¨S · δuSdΩS︸ ︷︷ ︸
MS(u¨S , δu
S)
−
(
KE(u
S , δuS) +KG(u
S , δuS)
)
+
∫
Σ∗
(
Λ∗− ρF g Z∗)δuS ·n∗ΣdΣ
+
∫
Σ∗
(− ρF ϕ¨+ pi − ρF g (uS · iz))δuS · τdΣ− ∮
γ∗
α sin θ δuS · δ [nΣdγ]∗ (uS)
−αG
∫
Σ∗G
δuS ·δ [2HΣGnΣGdΣG]∗ (uS)−αL
∫
Σ∗
δuS ·δ [2HΣnΣdΣ]∗ (uS) = −
∫
Σ∗f
fext·δuSdΣf
(7.62)
Le terme d’e´nergie cine´tique donne l’ope´rateur de masse MS . Il est alors possible de
regrouper certains termes et de faire apparaitre les ope´rateurs introduits pre´ce´demment :
MS(u¨S , δu
S) +KE(u
S , δuS) +KG(u
S , δuS)
+
∫
Σ∗
ρF g Z∗δuS · τ ∗ΣdΣ +
∫
Σ∗
ρF g (uS · iz)δuS · n∗ΣdΣ︸ ︷︷ ︸
A
+αL
∫
Σ∗
δuS · δ [2HΣnΣdΣ]∗ (uS)︸ ︷︷ ︸
B
−
∫
Σ∗
Λ∗δuS · τ ∗ΣdΣ︸ ︷︷ ︸
D
+
∫
Σ∗
ρF ϕ¨ δuS · n∗ΣdΣ︸ ︷︷ ︸
C(ϕ¨, δuS)
−pi
∫
Σ∗
δuS · n∗ΣdΣ︸ ︷︷ ︸
piRΣ(δu
S)
+
∮
γ∗
α sin θδuS ·δ [n∗Σdγ] (uS)+αG
∫
Σ∗G
δuS · δ [2HΣGnΣGdΣG]∗ (uS)︸ ︷︷ ︸
E
=
∫
Σ∗f
fext · δuSdΣf︸ ︷︷ ︸
Fext
(7.63)
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ou` C est l’ope´rateur de couplage introduit dans (7.56). Le terme A s’e´crit de la meˆme
manie`re que le terme de raideur KgΓ cette fois-ci applique´ sur la surface Σ
∗ et pour les
champs δuS et uS . On e´crit alors : A = KgΣ(u
S , δuS). L’ope´rateurKgΣ est e´galement de´fini
dans l’e´tude [91] et est lie´ a` la pre´sence des forces suiveuses de pression hydrostatiques sur
l’interface liquide solide.
De meˆme que pour la relation (7.58) ou` l’on introduit la raideur KαΓ de´finie sur Γ
∗, les
termes B et E peuvent se re´e´crire pour des champs δuS et uS en introduisant les termes
KαGΣG et K
αL
Σ ayant la meˆme forme que K
α
Γ mais cette fois-ci de´finis respectivement pour
les surfaces Σ∗G et Σ
∗, avec les coefficients αG et αL. On e´crit alors :
B = αL
∫
Σ∗
δuS · δ [2HΣnΣdΣ]∗ (uS) = KαLΣ (uS , δuS)− αL
∮
γ∗
δuS · δ [νΣ dγ]∗ (uS)
(7.64)
E = αG
∫
Σ∗G
δuS · δ [2HΣGnΣ dΓ]∗ (uS) = KαGΣG(uS , δuS) + αG
∮
γ∗
δuS · δ [νΣ dγ]∗ (uS)
(7.65)
De meˆme, le terme D correspond au terme d’incompressibilite´ sur la surface Σ∗ et a` la
meˆme forme que l’ope´rateur KΛΓ . On a alors : D = K
Λ
Σ(u
S , δuS). L’e´quation (7.63) va se
re´ecrire :
MS(u¨S , δu
S)+
(
KE+KG+K
αL
Σ +K
αG
ΣG
+KgΣ−KΛΣ
)
(uS , δuS)+C(ϕ¨, δuS)−piRΣ(δuS)+∮
γ∗
α sin θ δuS · δ [nΣdγ]∗ (uS) +
∮
γ∗
α cos θ δuS · δ [νΣdγ]∗ (uS)︸ ︷︷ ︸
Kθγ(u
S , δuS)
= Fext(δu
S) (7.66)
7.5 Synthe`se (phase C)
On re´capitule ici les formulations variationnelles du fluide et de la structure pour ensuite
mettre sous forme matricielle le proble`me et le syme´triser.
Formulation variationnelle
Si l’on conside`re une fonction ϕ telle que ϕ ∈ Cϕ, celle-ci peut s’e´crire de manie`re
unique sous la forme :
ϕ = ϕ∗ + c (7.67)
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ou` c est une constante et ϕ∗ appartient a` l’espace C∗ϕ. En effet, si l’on applique la forme
line´aire l a` la relation (7.67) on peut de´terminer de fac¸on unique la constante c :
c =
l(ϕ)
l(1)
(7.68)
Il est donc possible de de´composer l’espace Cϕ de la manie`re suivante :
Cϕ = C∗ϕ ⊕ R (7.69)
Ainsi, (7.56) peut s’e´crire comme un ensemble de deux e´quations variationnelles distinctes
obtenues en prenant dans un premier temps des fonctions test δϕ dans l’espace C∗ϕ :
F (ϕ, δϕ)−B(uF , δϕ)−C(uS , δϕ) = 0 ∀δϕ ∈ C∗ϕ (7.70)
puis des fonctions test constantes δpi ∈ R, ce qui donne :
∫
Γ∗
uF · n∗Γ δpi dΓ +
∫
Σ∗
uS · n∗Σ δpi dΓ = 0 ∀δpi ∈ R (7.71)
que l’on e´crit :
δpi
(
RΓ(δu
F ) +RΣ(δu
S)
)
= 0 ∀δpi ∈ R (7.72)
Enfin, on introduit KF et KS les ope´rateurs de raideur de fluide et de la structure
de´finis par :
KF (u
F , δuF ) =
(
KgΓ +K
α
Γ −KΛΓ −Kθγ
)
(uF , δuF ) (7.73)
KS(u
S , δuS) =
(
KE +KG +K
αL
Σ +K
αG
ΣG
+KgΣ −KΛΣ +Kθγ
)
(uS , δuS)(7.74)
Les e´quations du fluide et de la structure sont donne´es par (7.57), (7.66), (7.70) et (7.72).
On remarque alors que le de´placement du fluide n’intervient que sur la surface libre,
on notera uFΓ cette restriction. Soit CuF ,uS , l’espace des fonctions (uF ,uS) suffisamment
re´gilie`res. On introduit alors l’espace CC
uF ,uS
de´fini par :
CCuF ,uS =
{
(uF ,uS) ∈ CuF ,uS/uF · n∗Σ = uS · n∗Σ sur γ∗ et uS = 0 sur Σu
}
(7.75)
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Le proble`me couple´ va donc s’e´crire :
∃(uFΓ ,uS , ϕ, pi) ∈ CCuF ,uS × C∗ϕ × R, ∀(δuFΓ , δuS , δϕ, δpi) ∈ CCuF ,uS × C∗ϕ × R
F (ϕ, δϕ)−B(uFΓ , δϕ)−C(uS , δϕ) = 0 (a)
KF (u
F
Γ , δu
F
Γ ) +B(ϕ¨, δu
F
Γ )− piRΓ(δuFΓ ) = 0 (b)
KS(u
S , δuS) +MS(u¨S , δu
S) +C(ϕ¨, δuS)− piRΣ(δuS) = Fext(δuS) (c)
δpi
(
RΓ(δu
F
Γ ) +RΣ(δu
S)
)
= 0 (d)
(7.76)
Remarque
Il faudrait ici pre´ciser les espaces admissibles car, pour un solide en trois dimensions,
un proble`me de de´finition de la trace normale sur la courbe γ∗ se pose. Cependant, il est
a` noter qu’en pratique, on utilise des the´ories de plaques ou de coques pour mode´liser le
solide. Les matrices KE et KG sont issues de telles the´ories et dans le cas pre´sent, on
utilise pour la structure des e´le´ments finis de plaque fournis par le logiciel NASTRAN c©.
7.6 Comparaisons
7.6.1 Dans le cas ou` les effets de la capillarite´ sont ne´gligeables
Le proble`me couple´ (7.76) permet de prendre en compte l’ensemble des effets lie´s aux
forces de pesanteur et de tension de surface. La formulation e´tablie peut eˆtre compare´e
dans un premier temps aux travaux [91] dans lesquels les effets de capillarite´ ont e´te´
ne´glige´s (le syste`me n’est pas en situation de micro-gravite´) mais le couplage et les effets
de pre´contrainte dus a` la gravite´ ont e´te´ pris en compte. Pour cela on ne´glige dans l’e´tude
pre´ce´dente les effets de capillarite´ ce qui revient a` supprimer les e´nergies surfaciques dans
l’expression du Lagrangien sous contrainte (6.1). On obtient alors a` partir de (6.33) :

Λ∗ = ρF g Z∗ sur Γ∗
M∗ = Λ∗ − ρF g Z∗ sur Σ∗
(7.77)
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En se plac¸ant dans les meˆmes conditions que pour [91], on suppose que les effets de
pre´contraintes sont de´finis sur la surface Σ0 (l’e´tat initial et statique sont confondus) et
on considerera Z∗ ' Z0. La surface libre est ici plane (n∗Γ = iz) et en choisissant l’origine
du repe`re au niveau de la surface libre a` l’e´tat statique on a Z0 = 0 et donc Λ∗ = 0. La
formulation (7.76) peut alors s’e´crire :
∃(uFΓ ,uS , ϕ, pi) ∈ CCuF ,uS × C∗ϕ × R,
∀(δuFΓ , δuS , δϕ, δpi) ∈ CCuF ,uS × C∗ϕ × R :
F (ϕ, δϕ)−B(uFΓ , δϕ)−C(uS , δϕ) = 0 (a)
KHydF (u
F
Γ , δu
F
Γ ) +B(ϕ¨, δu
F
Γ )− piRΓ(δuFΓ ) = 0 (b)
KHydS (u
S , δuS) +MS(u¨S , δu
S) +C(ϕ¨, δuS)− piRΣ(δuS) = Fext(δuS) (c)
δpi
(
RΓ(δu
F
Γ ) +RΣ(δu
S)
)
= 0 (d)
(7.78)
Les ope´rateurs KHydF et K
Hyd
S sont obtenus en e´liminant les termes de capillarite´ dans les
expressions de KF (7.73) et KS (7.74) :
KHydF (u
F
Γ , δu
F
Γ ) =
∫
Σ∗
ρF g(uFΓ · iz)δuFΓ · iz
KHydS (u
S , δuS) =
(
KE +KG +K
g
Σ
)
(uS , δuS)−KΛΣ(uS , δuS)
On retrouve donc la formulation pre´sente´e dans [91], Chap. 6 1, qui est en (uS ,η, ϕ, pi)
ou` η est le de´placement vertical de la surface libre du fluide de´fini par η = uFΓ · iz. Dans
l’e´quation (b) du proble`me (7.78), les champs uFΓ et δu
F
Γ sont syste´matiquement projete´s
selon iz et il suffit de remplacer u
F
Γ · iz par η et δuFΓ · iz par δη pour retrouver une
formulation en (uS ,η, ϕ, pi ).
7.6.2 Dans le cas ou` les de´formations de la structure sont ne´gligeables
Dans [36], l’auteur e´tudie les vibrations d’un liquide dans un re´servoir rigide en situation
de microgravite´. Les tensions surfaciques ne sont donc plus ne´glige´es. A` partir des e´quations
1. Dans [91], un terme supple´mentaire y apparaˆıt permettant de prendre en compte d’e´ventuels effets
de forces suiveuses.
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locales et de l’e´quation de Laplace-Young, une formulation variationnelle du proble`me en
(uFΓ , ϕ, pi) est donne´e. On remarque alors que l’on retrouve une formulation variationnelle
identique en supprimant dans (7.76) les termes en uS , δuS . On obtient alors le proble`me
suivant :
∃(uFΓ , ϕ, pi) ∈ CCuF × C∗ϕ × R,
∀(δuFΓ , δϕ, δpi) ∈ CCuF × C∗ϕ × R :
F (ϕ, δϕ)−B(uΓ, δϕ) = 0 (a)
KF (u
F
Γ , δu
F
Γ ) +B(ϕ¨, δuΓ)− piRΓ(δuFΓ ) = 0 (b)
δpiRΓ(δu
F
Γ ) = 0 (d)
(7.79)
Soit CuF , l’espace des fonctions uF suffisamment re´gilie`res. On introduit alors l’espace CCuF
de´fini par CC
uF
=
{
uF ∈ CuF /uF · n∗Σ = 0 sur γ∗
}
.
La formulation (7.76) obtenue est donc une formulation unifie´e qui englobe les travaux
[91, 35].
7.7 E´quations locales (proble`me ouvert)
Nous allons effectuer une de´rivation des e´quations locales du proble`me, en prenant
en compte les effets de capillarite´, a` partir de la formulation variationnelle (7.76). En ce
qui concerne la condition sur la ligne triple, le proble`me reste entie`rement ouvert mais
nous allons ici effectuer une de´rivation heuristique en introduisant une re´gularisation au
voisinage de la ligne triple a` l’aide d’une distribution de Dirac. La formulation (7.76)
s’e´crit :
∃uS ∈ CC
uS
tel que ∀δuS ∈ CC
uS
KS(u
S , δuS) +MS(u¨S , δu
S) +C(ϕ¨, δuS)− piRΣ(δuS) = Fext(δuS)
(7.80)
Soit CuS , l’espace des fonctions uS suffisamment re´gilie`res. On introduit alors l’es-
pace CC
uS
de´fini par CC
uS
=
{
uS ∈ CuS/uS · n∗Σ = uF · n∗Σ sur γ∗ et uS = 0 sur Σu
}
. Cette
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formulation s’e´crit e´galement sous forme inte´grale :∫
Ω∗S
Tr
[
C εXS (u
S) (DXSδu
S)T +DXSu
S σ0(DXSδu
S)T
]
dΩS +
∫
Ω∗S
ρSu¨S · δuSdΩS
+
∫
Σ∗
(
Λ∗−ρF gZ∗−αL2H∗Σ
)
δuS ·n∗ΣdΣ+
∫
Σ∗
(−ρF ϕ¨+pi−ρF g(uS ·iz)−αLδ [2HΣ]∗ (uS))δuS ·τdΣ
−
∮
γ∗
α sin θδuS ·δ [nΣdγ]∗ (uS)−αG
∫
Σ∗G
δuS ·δ [2HΣGnΣGdΣG]∗ (uS)−
∫
Σ∗f
fext·δuSdΣf = 0
(7.81)
On pose :
σ˜ = C εXS (u
S) +DXSu
Sσ0 (7.82)
En appliquant la formule de Green (J.8) :∫
Ω∗S
(
Div σ˜ − ρSu¨S
)
· δuSdΩS =∫
Σ∗
[
σ˜n∗Σ−(ρF guS ·iz+αLδ [2HΣ]∗ (uS)+ρF ϕ¨−pi)n∗Σ−(ρF gZ∗+αL2H∗Σ−Λ∗)τ ∗Σ(uS)
]
·δuSdΣ
−
∮
γ∗
α sin θ δuS · δ [nΣdγ]∗ (uS) +
∫
Σ∗
[
σ˜n∗Σ − fext
]
δuSdΣf
−
∫
Σ∗G
[
σ˜n∗ΣG − (αGδ [2HΣG ]∗ (uS)n∗ΣG + αG2H∗ΣGτ ∗ΣG(uS))
]
· δuSdΣG = 0 (7.83)
On re´e´crit maintenant l’inte´grale line´ique en introduisant une longueur non nulle  e´gale
a` la “largeur” de la ligne triple telle que γ∗ ×  de´finisse une surface Σ∗γ et Σ∗γ ⊂ Σ∗. On
introduit alors la fonction f et la distribution δγ de Dirac de´finies en tout point x de Σ
∗
γ
par :
f =

1

sur Σ∗γ
0 sur ∂Ω∗S/Σ
∗
γ
avec δγ(x) = lim
→0
f(x) (7.84)
On re´e´crit alors l’inte´grale line´ique en utilisant M∗γ = −α sin θ pour simplifier les notations :∮
γ∗
M∗γ δu
S · δ [nΣdγ]∗ (uS) = lim
→0
∫
γ∗×
M∗γ

δuS · δ [nΣdγ × ]∗ (uS)
= lim
→0
∫
Σ∗
fM
∗
γδu
S · δ [nΣdΣ]∗ (uS)
=
∫
Σ∗
δγ(x)M
∗
γδu
S · τ ∗Σ(uS)dΣ (7.85)
L’e´criture a` l’aide de la distribution δγ est pratique et permet de repre´senter la discontinuite´
des efforts exerce´s sur la structure. En prenant successivement δuS = 0 sur Σ∗G ∪ Σ∗ puis
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sur Σ∗ et enfin Σ∗G on e´crit les e´quations locales de la structure (on utilise les notation
M∗, M∗γ et µS introduites dans (6.33), et (7.59)) :
Div σ˜ = ρSu¨S sur Ω∗S (a)
σ˜n∗Σ = −µSn∗Σ + αLδ [2HΣ]∗ (uS)n∗Σ −M∗τ ∗Σ + αL2H∗Στ ∗Σ + δγ M∗γτ ∗Σ sur Σ∗ (b)
σ˜n∗ΣG = αGδ [2HΣG ]
∗ (uS)n∗ΣG + αG2H
∗
ΣG
τ ∗ΣG sur ΣG
∗ (c)
σ˜n∗Σf = fext sur Σf
∗ (d)
uS = 0 sur Σu (e)
n∗Σf e´tant la normale unitaire rentrante a` la surface Σf . Comme e´nonce´ dans la partie
6.1.5, la force line´ique d’amplitude M∗γ repre´sente une singularite´ dans la distribution des
efforts applique´s sur le solide. On peut faire apparaˆıtre cette singularite´ dans les e´quations
locales a` l’aide de la distribution δγ de Dirac. Dans les applications qui nous inte´ressent,
cette singularite´ est ge´ne´ralement leve´e en utilisant un mode`le de plaque pour la structure.
7.8 Formulation matricielle
De meˆme que pre´ce´demment, on utilise la me´thode des e´le´ments finis pour re´soudre le
proble`me (7.76) (voir chapitre 1).
Du fait de la ge´ome´trie complexe de la surface libre, des e´le´ments triangulaires sont le plus
souvent utilise´s pour la discre´tisation des surfaces et des e´le´ments te´trae`driques pour le
volume fluide. Ce maillage non structure´ est ge´ne´re´ automatiquement par des logiciels de
maillage. Pour repre´senter la structure, un mode`le de plaque est choisi et les matrices de
masse et de raideur associe´es sont ge´ne´re´es par le logiciel NASTRAN c©(matrices KE et
MS du proble`me 7.76). Le maillage du fluide et de la structure sont ici co¨ıncidents.
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On donne ci-dessous les e´critures matricielles correspondant aux diffe´rents ope´rateurs :
MS(u
S , δuS) =⇒ δuST MS uS (7.86)
KF (u
F
Γ , δu
F
Γ ) =⇒ δuFΓ
T
KF u
F
Γ (7.87)
KS(u
S , δuS) =⇒ δuST KS uS (7.88)
B(ϕ, δuFΓ ) =⇒ δuFΓ
T
B Φ (7.89)
C(ϕ, δuS) =⇒ δuST C Φ (7.90)
F (ϕ, δϕ) =⇒ δΦT F Φ (7.91)
RΓ(δu
F
Γ ) =⇒ δuFΓ
T
RΓ (7.92)
RΣ(δu
S) =⇒ δuST RΣ (7.93)
Fext(δu
S) =⇒ δuST fext (7.94)
La formulation matricielle du proble`me (7.76) va alors s’e´crire :
KS 0 0 −RΣ
0 KF 0 −RΓ
−CT −BT F 0
−RΣT −RΓT 0 0


uS
uFΓ
Φ
pi
+

MS 0 C 0
0 0 B 0
0 0 0 0
0 0 0 0


u¨S
u¨FΓ
Φ¨
p¨i
 =

fext
0
0
0
 (7.95)
On remarque dans un premier temps que dans le proble`me (7.95), ϕ et δϕ appartiennent a`
C∗ϕ et il reste a` prendre en compte cette contrainte en imposant une relation line´aire entre
les composantes de Φ. Puisque cette relation peut eˆtre arbitraire, on choisit de supprimer
le premier degre´ de liberte´ et on note Φ2 le vecteur Φ que l’on a tronque´. Par conse´quant,
on notera e´galement C2 et B2 les matrices obtenues en supprimant la premie`re colonne de
C et B, et F22 la matrice obtenue en e´liminant la premie`re ligne et la premie`re colonne de
F. Le proble`me (7.95) s’e´crit alors :
KS 0 0 −RΣ
0 KF 0 −RΓ
−CT2 −BT2 F22 0
−RΣT −RΓT 0 0


uS
uFΓ
Φ2
pi
+

MS 0 C2 0
0 0 B2 0
0 0 0 0
0 0 0 0


u¨S
u¨FΓ
Φ¨2
p¨i
 =

fext
0
0
0

(7.96)
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On introduit maintenant les matrices KG, MG, CG, RG ainsi que les vecteurs uG et fG
de´finis par :
KG =
 KS 0
0 KF
 MG =
 MS 0
0 0
 CG =
 B2
C2

RG =
 RΣ
RΓ
 uG =
 uS
uFΓ
 fG =
 fext
0
 (7.97)
Le proble`me (7.96) s’e´crit alors :
KG 0 −RG
−CTG F22 0
−RTG 0 0


uG
Φ2
pi
+

MG CG 0
0 0 0
0 0 0


u¨G
Φ¨2
p¨i
 =

fG
0
0
 (7.98)
Les de´placements uFΓ et u
S respectivement de´finis sur la surface libre et sur la structure,
ve´rifient sur γ∗ la condition uFΓ ·n∗Σ = uS ·n∗Σ. On conside`re alors la matrice Q telle que :
uG = Qu
(7.99)
ou` u est le vecteur d’inconnus obtenu apre`s re´duction des degre´s de liberte´ compte tenu
de cette liaison 2. Le proble`me (7.98) se re´e´crit donc :
K 0 −R
−CT F22 0
−RT 0 0


u
Φ2
pi
+

M C 0
0 0 0
0 0 0


u¨
Φ¨2
p¨i
 =

f
0
0
 (7.100)
avec K, M, C, f et R les matrices donne´es par :
K = QTKGQ
M = QTMGQ
C = QTCG
R = QTRG
f = QTfG
(7.101)
2. Cette liaison est en pratique prise en compte au travers de relations line´aires impose´es aux degre´s de
liberte´ de uFΓ et u
S.
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7.9 Syme´trisation
On se propose maintenant de re´tablir la syme´trie du syste`me. Dans (7.100), la deuxie`me
e´quation peut s’e´crire :
F22Φ2 = CTu (7.102)
Comme de´montre´ pre´ce´demment, le noyau de F est de dimension 1, ainsi, toute sous-
matrice de F obtenue par suppression d’une ou plusieurs lignes et des colonnes correspon-
dantes est inversible [78]. F22 est donc inversible et on a :
Φ2 = F
−1
22 C
Tu (7.103)
Le syste`me (7.100) va donc se re´e´crire (en multipliant la dernie`re ligne par −1) : K −R−RT 0
( u
pi
)
+
 M + CF−122 CT 0
0 0
( u¨
p¨i
)
=
(
f
0
)
(7.104)
Le syste`me conservatif (7.104) est bien syme´trique, en effet, les ope´rateurs associe´s aux
matrices KF et KS sont syme´trique (voir annexe G) et donc la matrice KG l’est e´galement.
La manipulation faite sur la matrice KG (e´quation (7.101)) se fait de la meˆme manie`re sur
les colonnes et les lignes, et la matrice K est donc syme´trique.
Une des finalite´s de cette e´tude est le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres de
ce syste`me couple´.
Le proble`me spectral associe´ a` (7.104) s’e´crit avec Ψ = (u, pi) :
Trouver (λi,Ψi), Ψi 6= 0 :
 K −R−RT 0
+ λi
 M + CF−122 CT 0
0 0
Ψi = 0 (7.105)
On pre´sente dans l’annexe I les premiers re´sultats (analyse modale sur un cas test sphe´-
rique) que l’on obtient a` partir de cette formulation.
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Chapitre 8
Pistes pour la prise en compte de
l’amortissement lie´ aux effets de la
capillarite´
La formulation du proble`me couple´ conservatif obtenue pre´ce´demment peut servir de
cadre pour l’introduction des effets dissipatifs lie´s a` la viscosite´ du liquide comme cela
a e´te´ fait dans le chapitre 2. Cependant, pour prendre en compte les sources dissipatives
combinant viscosite´ et capillarite´ au niveau de la surface libre et de la ligne triple (mises en
e´vidence dans [48]), il faut remettre en cause certaines hypothe`ses conside´re´es dans cette
e´tude : l’homoge´ne´ite´ du coefficient de capillarite´ sur la surface libre et la constance de
l’angle de contact dynamique (e´gal a` l’angle de contact statique). On pre´sente dans cette
partie les effets de ces modifications qui seront e´tudie´es dans des travaux futurs.
Il est a` noter que d’autres parame`tres peuvent avoir une grande importance dans
l’amortissement des vibrations du liquide comme la rugosite´ du re´servoir. Dans [18], Case
et Parkinson, qui pre´sentent une comparaison entre des re´sultats analytiques et expe´ri-
mentaux soule`vent notamment l’importance que peut avoir cette rugosite´ a` l’inte´rieur de
la paroi du re´servoir, ce que l’on retrouve e´galement dans [101]. Un traitement de surface
par polissage permet d’ame´liorer nettement la comparaison des re´sultats.
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8.1 Angle de contact Dynamique
Comme on a pu le voir dans la section 5.1.2, lorsque la ligne triple est en mouvement,
l’angle de contact dynamique θD que l’on observe varie. L’e´quilibre des forces capillaires
donne´ par (5.5) n’est donc plus valable. Et la force Fc provoquant le de´placement de la
ligne triple s’e´crit d’apre`s (5.10) :
Fc = α(cos θS − cos θD)νΣ (8.1)
La figure 8.1 pre´sente des valeurs expe´rimentales illustrant la relation entre l’angle de
contact dynamique et la vitesse de mouillage vm de´finie par vm = v
F · νΣ, vF e´tant la
vitesse du fluide.
Figure 8.1 – Valeurs expe´rimentales de l’angle dynamique en fonction de la vitesse nor-
malise´e de de´placement de la ligne de contact vm (extrait de [13])
Pour une vitesse vm constante, deux forces oppose´es vont s’appliquer sur la ligne triple :
la force Fc donne´e par (8.1) et une force visqueuse au voisinage de la ligne de contact note´e
Fν . Cette force est exprime´e dans [28] par :
Fν = −3νlc
θD
vm νΣ (8.2)
la longueur caracte´ristique des phe´nome`nes de capillarite´ lc est donne´e par (5.11). Ainsi,
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la relation Fc + Fν = 0 donne, pour des angles faibles, la relation suivante :
vm =
α
6νlc
(θ2D − θ2S)θD (8.3)
Cette relation en θ3 correspond bien a` l’allure de la courbe donne´e par la figure 8.1 1.
Cette description du mouillage conside`re des surfaces solides homoge`nes. En re´alite´, les
de´fauts de la surface solide comme la rugosite´, vont entraˆıner la non unicite´ de l’angle de
contact statique θS . Le comportement de la ligne de contact pre´sente´ par la figure 8.1 peut
alors eˆtre de´compose´ en diffe´rentes phases sche´matise´es par la figure 8.2 [17] :
– Zone 1 : Zone hyste´re´tique 1 ou` l’angle de contact peut varier jusqu’a` une valeur
critique θc tout en gardant une vitesse de mouillage nulle.
– Zone 2 : Zone de variation line´aire entre θD et vm .
– Zone 3 : Zone de saturation pour des vitesses supe´rieures a` une vitesse critique vc
ou` l’angle θD prend une valeur maximale infe´rieure a` sa valeur maximale physique
pi [16].
Figure 8.2 – Mode´lisation sche´matique des variations de l’angle de contact dynamique
θD en fonction de la vitesse de mouillage vm
A` partir de cette sche´matisation, il est possible de repre´senter chaque comportement
par un mode`le simplifie´ :
1. Cette loi a e´te´ ve´rifie´e expe´rimentalement pour un liquide ”mouillant” (θS = 0) jusqu’a` des grandes
valeurs de θD (plus de 100 degre´s) [79, 83]
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Comportement ”ligne de contact fixe”
Dans cette configuration repre´sente´e par la figure 8.3, le bord de la surface libre reste
immobile et on ne sort pas du domaine hyste´re´tique. La condition aux limites sur le bord
de la surface libre s’e´crit alors vF · νΣ = 0.
Figure 8.3 – Comportement ”ligne de contact fixe” (θD ∈ [θ−c , θ+c ], vm = 0)
L’intervalle [θ−c , θ+c ] va notamment de´pendre de la nature du liquide (mouillant ou non)
et de la rugosite´ de la paroi [58]. Ce comportement repre´sente bien le mouvement de la
ligne triple lorsque la fre´quence des oscillations devient importante : le front de liquide a
de moins en moins de temps pour glisser sur la paroi et tend a` rester immobile [108].
La dissipation d’e´nergie associe´e a` une ligne triple immobile est nulle du fait que la vitesse
de de´placement de la ligne est nulle. Il est a` noter que les fre´quences propres amorties
augmentent lorsque la ligne triple est immobile [11].
Comportement mouillant line´aire
Il apparaˆıt dans certains cas, notamment pour des liquides mouillants qui ont tendance
a` glisser continuellement sur une tre`s fine pellicule de liquide laisse´e sur la paroi, on peut
supposer qu’il n’y a pas d’hyste´re´sis de l’angle de contact. Si de plus, la norme de la vitesse
de mouillage reste infe´rieure a` la valeur limite de saturation vc, alors on peut conside´rer
que l’angle de contact est une fonction line´aire de la vitesse de mouillage (voir Fig. 8.4).
Miles [73] propose ainsi de de´crire ce comportement en e´crivant une relation line´aire
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Figure 8.4 – Comportement ”mouillant” line´aire
entre la vitesse de mouillage et le cosinus de l’angle de contact (plutoˆt que l’angle de
contact lui-meˆme). Le comportement line´aire repre´sente´ par la figure 8.4 est alors retrouve´
pour des angles θD et des vitesses vm petites. On a alors :
cos θD − cos θS = −ξ vw
vc
(8.4)
Cette relation revient a` e´quilibrer la force Fc introduite pre´ce´dement avec une force de
frottement visqueux proportionnelle a` la vitesse R (ξ e´tant un coefficient re´el positif et
sans dimension). On a alors R+Fc = 0. La pre´sence sur la ligne de contact de cette force
de frottement dissipative donne une explication physique simple a` l’origine de l’amortisse-
ment par ”mouillage” qui de´coule de ce mode`le [16].
Si l’on conside`re le cas particulier d’un proble`me bi-dimensionnel et pour de faibles varia-
tions de l’angle dynamique autour d’une valeur statique e´gale a` pi/2, la vitesse de mouillage
va s’e´crire vm = ∂η/∂t et l’angle de contact θd − pi/2 ' ∂η/∂x (η est l’e´le´vation de la sur-
face libre et x la coordonne´e normale a` la paroi). Ainsi, Hocking [51] propose de re´e´crire
la relation (8.4) :
∂η
∂t
= λ
∂η
∂x
(8.5)
λ e´tant un coefficient re´el positif (homoge`ne a` une vitesse) tel que :
1
λ
=
ξ
vc
(8.6)
Il est alors possible d’expliciter la de´pendance de ce mode`le par rapport a` la fre´quence
d’oscillation ω de la ligne triple et par rapport aux phe´nome`nes de capillarite´, Young &
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Davis proposent ainsi d’adimensionnaliser l’e´quation (8.5) en introduisant les grandeurs
adimensionnelles η
′
, x
′
et t
′
[108] :
η = A η′, x = lc x′, t = ω−1 t′ (8.7)
ou` A est une dimension caracte´ristique de l’amplitude de η. On obtient alors la relation
suivante :
∂η′
∂t′
=
λ
ω lc
∂η′
∂x′
(8.8)
On constate alors que, lorsque la fre´quence ou la longueur de capillarite´ lc tendent vers
l’infini, le mode`le mouillant se rapproche du mode`le a` ligne de contact fixe, tandis qu’il
se rapprochera du mode`le a` bords libres lorsque la fre´quence ou la longueur de capillarite´
tendent vers 0.
Il est possible de combiner ce comportement line´aire avec une hyste´re´sis de l’angle θD
pour se ramener a` la configuration pre´sente´e par la figure 8.5 (comportement mouillant
avec hyste´resis).
Figure 8.5 – Comportement ”mouillant” line´aire avec hyste´re´sis syme´trique (θ+c − θs =
θs − θ−c )
Si de plus la vitesse critique est faible par rapport a` la vitesse de mouillage on se rame`ne
a` un comportement ”sature´” (voir Fig. 8.6).
Miles propose alors de mode´liser ce comportement en re´e´crivant la relation 8.4 de la
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Figure 8.6 – Comportement ”sature´” (vc = 0)
manie`re suivante :
cos θD − cos θS = −ξ vm|vm| (8.9)
De´phasage entre l’angle de contact et la vitesse de mouillage
Les mode`les pre´sente´s jusqu’a` pre´sent ne permettent pas de repre´senter le phe´nome`ne
de de´phasage entre l’angle de contact et la vitesse de mouillage qui apparaˆıt lorsque la
fre´quence augmente. Ce de´phasage est illustre´ par la figure 8.7 extraite de [13]. L’angle
de contact dynamique et la vitesse de mouillage ont e´te´ conside´re´s jusqu’a` maintenant
comme e´tant en phase, ce qui se traduit par des coefficients λ et ξ re´els. Pour repre´senter
un certain de´phasage, Miles propose d’utiliser plutoˆt des coefficients complexes.
Pour illustrer ce concept, conside´rons le mode`le de mouillage line´aire et une vitesse de
mouillage comme une fonction sinuso¨ıdale du temps t :
vm(t) = vm cosωt = vm Re[e
iωt] (8.10)
La relation (8.4) va alors se re´e´crire :
cos θD(t)− cos θS = −Re
[
ξ
vm
vc
eiωt
]
(8.11)
Ainsi, si ξ est re´el, cos θD(t) est en phase avec vm(t) :
cos θD(t)− cos θS = −ξ vm
vc
cosωt (8.12)
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Figure 8.7 – Courbe polaire trace´e a` partir des mesures expe´rimentales de l’angle de
contact dynamique en fonction de la vitesse de mouillage (repre´sente´e par la valeur µvm/α
en abscisse)
et si ξ est un complexe ξ∗ = ξ eiϕ, le de´phasage ϕd apparaˆıt :
cos θD(t)− cos θS = −ξ vm
vc
cos(ωt+ ϕd) (8.13)
Ainsi, le choix d’une loi de comportement simplife´e entre l’angle de contact et la vitesse
de glissement peut permettre une bonne approximation meˆme pour des angles de contact
assez grands. Cette loi de comportement permet pour certaines ge´ome´tries simples d’uti-
liser des coordonne´es sphe´riques ou cylindriques et d’obtenir des valeurs analytiques du
proble`me [61] (fre´quences propres et coefficients d’amortissement).
D’autre part, en utilisant l’expression de la force de frottement sur la ligne triple R, il est
possible de calculer simplement l’e´nergie dissipe´e pour chacun des modes de ballottement
en prenant :
dE
dt
=
∮
∂Γ
R.vF dl (8.14)
8.2 E´coulements de Marangoni
Dans [15], l’auteur pre´sente une de´marche permettant d’e´tablir les e´quations locales
d’une surface libre de normale n entre un gaz parfait et un liquide visqueux. La pression
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dans ces deux milieux e´tant respectivement note´e PG et PSL, on a :
(PSL − PG)n− τn = 2α H n−∇Sα (8.15)
La projection de cette e´quation sur la normale n permet d’obtenir l’e´quation de Laplace
en dynamique pour un liquide visqueux, e´quivalente a` celle obtenue dans le chapitre 7 [64] :
PSL − PG − τnn = 2α H (8.16)
ou` τnn = n · τn est la composante normale a` la surface libre du vecteur de contraintes
visqueuses τn. En e´liminant cette composante normale de l’e´quation (8.15), on obtient
l’e´quation d’e´quilibre des composantes tangentielles associe´es :
(τn)S =∇Sα (8.17)
ou` (τn)S = τn− τnn n est la composante tangentielle de τn.
Cette relation montre que seules les contraintes visqueuses e´quilibrent les efforts dus
aux gradients de tension superficielle. Par conse´quent, un e´quilibre statique de la surface
libre ne peut pas exister quand de tels gradients existent : des mouvements de fluide a` la
surface libre sont ge´ne´re´s par les gradients de tension superficielle. C’est ce que l’on appelle
l’effet Marangoni (cf lecture 2 de [15]).
L’e´nergie dissipe´e associe´e aux e´coulements de Marangoni de´pend notamment de ce gra-
dient surfacique du coefficient α que l’on a suppose´ constant dans cette e´tude. Le choix
d’une loi de comportement est alors ne´cessaire [14]. Dans [48], Henderson pre´cise que parmi
les quatre sources d’amortissement pre´sentes dans le liquide, l’amortissement sur la sur-
face libre peut devenir important, notamment pour les modes e´leve´s en fre´quence, de`s que
la surface libre du liquide est contamine´e par des impurete´s (e´ventuellement dus a` des
phe´nome`nes physico-chimiques) car celles-ci provoquent de fort gradients surfaciques du
coefficient de capillarite´ α.
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Conclusion
On a propose´ dans le chapitre 6 une approche e´nerge´tique base´e sur le Principe de
Moindre Action, en inte´grant, dans l’expression du Lagrangien, des contraintes telles que
l’incompressibilite´ et le couplage a` l’interface fluide-structure au travers de multiplicateurs
de Lagrange. Puis, on a de´fini la formulation variationnelle du proble`me statique : cette for-
mulation est non line´aire et permet d’obtenir la ge´ome´trie du syste`me a` l’e´tat d’e´quilibre.
Une me´thode de re´solution ite´rative de Newton-Raphson ainsi que les diffe´rents proble`mes
lie´s a` la recherche de cette solution sont pre´sente´s dans [35].
On s’est ensuite inte´resse´ dans le chapitre 7 a` l’e´tablissement des e´quations de la dyna-
mique pour des petits de´placements autour de cette ge´ome´trie de re´fe´rence. La formula-
tion matricielle de ces e´quations est donne´e par (7.100). On syme´trise alors en supprimant
le potentiel de de´placement Φ pour finalement obtenir le proble`me spectral du syste`me
conservatif e´tudie´.
Cette e´tude the´orique constitue une base pour l’ajout des sources dissipatives lie´es aux ef-
fets de capillarite´ a` l’aide de mode`les physiques simplifie´s, comme expose´ dans le chapitre
8.
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Dans ces travaux, on s’est inte´resse´ au proble`me d’interaction entre un liquide et la
structure de´formable le contenant. Dans un premier temps, on s’est focalise´ sur les aspects
dissipatifs du liquide et sur leur prise en compte a` partir de la formulation variationnelle
conservative du proble`me. Cette me´thode se base sur l’introduction d’un amortissement
modale pour le liquide. La re´solution du syste`me couple´ dissipatif non syme´trique obtenu
est ensuite pre´sente´e. Une approche par synthe`se modale permet de donner une expression
explicite de la re´ponse fre´quentielle et temporelle du syste`me. Une validation du calcul par
e´le´ments finis des coefficients d’amortissement des modes de ballottement est donne´e sur
un cas analytique tri-dimensionnel mais une comparaison avec des mesures expe´rimentales
montre la ne´cessite´ d’introduire les sources d’amortissement lie´es aux phe´nome`nes de ca-
pillarite´.
Dans un second temps, on s’est donc inte´resse´ aux effets de la capillarite´ et aux forces
de tension de surface du liquide couple´ avec la structure. La formulation variationnelle
non line´aire du proble`me statique ainsi que la formulation variationnelle line´arise´e du pro-
ble`me dynamique conservatif ont e´te´ e´tablies. Cette formulation unifie´e permet via une
me´thode e´nerge´tique de retrouver les cas pre´ce´demment e´tudie´s par J.-S. Schotte´ [91] et
M. El-Kamali [35]. La contrainte d’incompressibilite´ et la condition de contact entre le
liquide et la structure ont e´te´ prises en compte via des multiplicateurs de Lagrange. On
a montre´ que ces multiplicateurs ont e´galement permis de prendre en compte les effets de
pre´contraintes statiques dans la formulation variationnelle. Ces e´tudes ont fait l’objet de
publications [75, 77] et de communications dans des congre`s [74, 76].
Parmi les diffe´rentes sources d’amortissement, seuls les effets lie´s purement a` la visco-
site´ ont e´te´ pris en compte pour l’instant mais l’ensemble de ces travaux constituent une
base pour l’ajout de sources dissipatives lie´es aux effets de la capillarite´ au niveau de la
surface libre et de la ligne triple. La mode´lisation de ces sources dissipatives pre´sente´es
dans le chapitre 8 reste encore a` explorer. Une fois l’ensemble des effets dissipatifs pris
en compte, une comparaison avec des donne´es expe´rimentales deviendrait alors plus per-
tinente (les sources dissipatives ne pouvant pas eˆtre mesure´es se´pare´ment).
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Une autre piste pour de futurs travaux concerne la construction de mode`les re´duits a` partir
de la formulation hydroe´lastique avec capillarite´ e´tablie au chapitre 7 qui viendra rempla-
cer le mode`le re´duit pre´sente´ dans la section 2.1 afin d’e´tendre la formulation du proble`me
re´duit couple´ amorti (2.39) ou (2.41) aux syste`mes en microgravite´.
Par ailleurs, certains proble`mes nume´riques restent a` re´soudre : lors de l’application nu-
me´rique de la formulation variationnelle sur diffe´rents cas tests on a pu observer une
sensibilite´ des re´sultats en fonction de la finesse du maillage. De plus, pour des angles
de contact faibles, il est difficile d’obtenir un maillage en accord avec la ge´ome´trie the´o-
rique ce qui entraine une erreur sur l’ope´rateur de bord Kθγ . Ainsi, l’utilisation d’e´le´ments
NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) permettant de mieux repre´senter les courbures
d’une ge´ome´trie semble eˆtre une piste pour optimiser les temps de calcul et leur pre´cision.
On peut e´galement penser a` utiliser des e´le´ments finis d’ordre supe´rieur afin notamment
d’ame´liorer la pre´cision des expressions contenant un gradient.
A` plus long terme, on pourrait imaginer introduire d’autres sources d’amortissement tels
que les phe´nome`nes de cassure de vague et d’impact sur les parois du re´servoir. Cela ne´-
cessiterait de pouvoir repre´senter de grandes amplitudes d’oscillations de la surface libre.
Pour cela, Faltinsen et al. proposent une approche modale non line´aire [38]. Une approche
par Nonlinear Normal Modes pourrait e´galement s’appliquer [82].
Finalement, une meilleure connaissance du comportement dynamique du liquide permet-
tra d’imaginer des techniques de re´duction de son influence. Cette proble`matique riche et
multidisciplinaire reste ouverte et offre de nombreuses perspectives d’e´tudes.
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Annexe A
Cas particuliers d’amortissement
On conside`re ici un proble`me aux valeurs propres propres (PVP) du second ordre de
taille N , pour des matrices de raideur, d’amortissement et de masse (K,D,M) syme´triques
et a` coefficients re´els. Les solutions du (PVP) peuvent s’e´crire de la fac¸on suivante :
Trouver (xi, ωi) tels que : (−ω2i M + iωiD + K)xi = 0 xi 6= 0 (A.1)
ωi et xi e´tant respectivement la pulsation propre et le vecteur propre du syste`me. Dans
la suite, on notera xRi les modes calcule´s a` partir du syste`me conservatif, c’est a` dire en
prenant D = 0 dans (A.1). x et xR sont les matrices modales contenant respectivement les
modes xi et x
R
i .
E´crite sous cette forme, la matrice D du proble`me (A.1) est une matrice d’amortissement
visqueux. Lorsque la matrice D de´pend de la fre´quence, l’amortissement est dit avec me´-
moire [80]. Dans le cas ou` D est a` coefficients constants, l’amortissement visqueux est dit
sans me´moire.
La projection xR
TDxR contient a priori des termes extra-diagonaux qui viennent coupler
les modes re´els. Sous certaines hypothe`ses que l’on fait, on va pouvoir utiliser directement
la base des modes xRi pour simplifier le syste`me (K,D,M). On conside`re ici des cas parti-
culiers d’amortissement avec ou sans me´moire : l’amortissement proportionnel (partie A.1)
et l’amortissement structural (partie A.2).
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A.1. SYSTE`ME A` AMORTISSEMENT PROPORTIONNEL
A.1 Syste`me a` amortissement proportionnel
Dans le cas d’un amortissement sans me´moire, l’amortissement proportionnel (aussi
appelle´ amortissement de Rayleigh ou classique) est une fac¸on couramment utilise´e de
mode´liser nume´riquement les effets dissipatifs. Elle consiste a` construire une matrice D
comme une combinaison line´aire de la matrice de masse et de la matrice de raideur :
D = aM + bK (A.2)
Ainsi, si M et K sont diagonalisables dans la meˆme base par les modes propres re´els du
syste`me conservatif, D est e´galement diagonalisable dans cette base.
Pour des matrices K, M et D de´finies positives, Caughey [19] ge´ne´ralise ce re´sultat et
donne la condition ne´cessaire et suffisante pour que le syste`me amorti puisse e´galement
eˆtre diagonalise´ dans la base des modes propres du syste`me conservatif associe´. Cette
condition s’e´crit 1 :
KM−1D = DM−1K (A.3)
D s’e´crit alors comme une se´rie (se´rie de Caughey) :
D = M
Nc−1∑
j=0
cj(M
−1K)j (A.4)
D est syme´trique et on peut e´galement e´crire :
DT = D =
Nc−1∑
j=0
cj(KM
−1)jM (A.5)
On retrouve l’amortissement de Rayleigh en prenant Nc = 2.
Il est donc possible pour un amortissement proportionnel de diagonaliser simultane´ment
les matrices K, M et D avec les modes re´els. On e´crit classiquement :
xTDx =

. . . 0
2ξiωi
0
. . .
 (A.6)
1. Dans [3], l’auteur ge´ne´ralise la condition (A.3) pour des syste`mes ayant une matrice de masse singu-
lie`re.
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ou` ξi repre´sente le coefficient d’amortissement associe´ au mode i. A` partir des e´quations
(A.2) et (A.4), on peut e´galement donner une expression de ξi pour l’amortissement de
Rayleigh et de Caughey en fonction de a, b et cj :
Rayleigh : ξi =
a
2ωi
+ bωi2
Caughey : ξi =
1
2ωi
∑m−1
j=0 ciω
2j
j
(A.7)
En pre´multipliant l’e´quation (3.1) par xi
T, i ∈ J1, NK, on obtient N e´quations polyno-
miales de´couple´es du second ordre avec pour variable complexe λi et a` coefficients re´els
constants. Ce qui nous permet de calculer les 2N solutions conjugue´es (On s’inte´resse ici
au cas ξi  1) :
λi = −ξiωi ± iωi
√
1− ξ2i i ∈ J1, NK (A.8)
A.2 Syste`me a` amortissement structural
On s’inte´resse au cas ou` D s’e´crit sous la forme D = ηωK avec ω 6= 0, η e´tant un
coefficient re´el constant. Ce cas particulier d’amortissement, aussi appele´ amortissement
structural [97], peut eˆtre distingue´ de l’amortissement visqueux [86] du fait que son me´-
canisme de dissipation d’e´nergie est diffe´rent : la force d’amortissement structural est ici
proportionnelle au de´placement et non a` la vitesse.
Pour ce type d’amortissement, on conside`rera donc le proble`me aux valeurs propres sui-
vant :
Trouver (xRi , ωi) tels que :
(
Kc − ω2i M
)
xRi = 0 x
R
i 6= 0 avec Kc = K+ iηK (A.9)
De meˆme que pour l’amortissement proportionnel, puisque le syste`me ne de´pend que des
matrices de masse et de raideur, celui-ci va eˆtre diagonalisable dans la base des modes
propres re´els xRi . Il est alors possible de calculer a` partir des 2N e´quations obtenues, les
2N valeurs propres complexes conjugue´es deux a` deux :
λi = − ηω
2
i
2
√
ω2i
2
(
1 +
√
1 + η2
) ± i
√
ω2i
2
(
1 +
√
1 + η2
)
(A.10)
175
A.2. SYSTE`ME A` AMORTISSEMENT STRUCTURAL
176
Annexe B
Rappels de Me´canique des fluides
En me´canique des fluides, le tenseur des contraintes visqueuses τ est de´fini comme le
de´viateur du tenseur des contraintes internes au fluide σ par la relation :
σ = −p I + τ (B.1)
ou` p est la pression dans le liquide.
Dans le cas des fluides Newtoniens, le tenseur des contraintes visqueuses τ est suppose´
eˆtre une fonction line´aire isotrope du tenseur des taux de de´formation d de´fini a` partir du
vecteur vitesse v par :
2 d = (Dv) + (Dv)T (B.2)
Cette relation de line´arite´ s’e´crit classiquement a` partir de 2 parame`tres µ et κ, appele´s
respectivement viscosite´ dynamique et viscosite´ en volume 1 :
τ = 2µ d+
(
κ− 2
3
µ
)
(∇.v)I (B.3)
Dans l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement du liquide (e´quation de
Navier-Stokes) rappele´e ici :
ρF
Dv
Dt
= −∇p+∇.τ + ρFg (B.4)
les forces visqueuses ∇.τ s’e´crivent alors :
∇.τ = µ (∇.(∇⊗ v) +∇.(v ⊗∇)) +
(
κ− 2
3
µ
)
∇(∇.v)
= µ∇2v +
(µ
3
+ κ
)
∇(∇.v) (B.5)
1. Dans la pratique, κ est souvent conside´re´ comme nulle.
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En utilisant la relation suivante :
∇2v =∇(∇.v)−∇ ∧ (∇ ∧ v) (B.6)
et en faisant intervenir la vecteur de vorticite´
→
ω de´fini par :
→
ω=∇ ∧ v (B.7)
on obtient une expression e´quivalente :
∇.τ = −µ∇ ∧ ω +
(
4
3
µ+ κ
)
∇(∇.v) (B.8)
De plus, on de´finit la dissipation instantane´e d’e´nergie lie´e aux frottements visqueux
dans le fluide par :
dE
dt
= −
∫
Ω∗F
τ : d dΩ = −
∫
Ω∗F
τ : (∇⊗ v) dΩ (B.9)
En utilisant (B.3), on peut adapter cette expression au cas d’un fluide Newtonien :
dE
dt
= −
∫
Ω∗F
µ Dv dΩ (B.10)
ou` Dv est la fonction de dissipation visqueuse volumique de´finie par :
Dv =
1
µ
τ : d = 2 d : d+
(
κ
µ
− 2
3
)
(∇.v)2 (B.11)
Dans son ouvrage, Lamb propose cependant une expression alternative [63, 73]. En
effet, en inte´grant par parties l’expression (B.9), on obtient :
dE
dt
=
∫
Ω∗F
(∇.τ ).v dΩ−
∫
∂Ω∗F
τ v.n dΣ (B.12)
Les expressions sont ici donne´es pour une normale sortante.
Liquide incompressible
Dans le cas d’un liquide incompressible, on a la relation :
∇.v = 0 (B.13)
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Dans ce cas, en utilisant (B.3), (B.5) et (B.8), le tenseur des contraintes visqueuses τ
se re´duit a` :
τ = 2µ d (B.14)
et les forces visqueuses ∇ · τ s’e´crivent :
∇.τ = µ∇2v = −µ∇∧ →ω (B.15)
L’expression de la fonction de dissipation visqueuse (B.11) se simplifie en Dv = 2d : d,
et la dissipation d’e´nergie lie´e aux frottements visqueux dans le fluide est obtenue par :
dE
dt
= −
∫
Ω∗F
2µ d : d dΩ (B.16)
Pre´cisons que l’expression de Dv en coordonne´es carte´siennes est [63] :
Dv = 2
[(
∂vx
∂x
)2
+
(
∂vy
∂y
)2
+
(
∂vz
∂z
)2]
+
(
∂vx
∂y
+
∂vy
∂x
)2
+
(
∂vy
∂z
+
∂vz
∂y
)2
+
(
∂vz
∂x
+
∂vx
∂z
)2
(B.17)
En utilisant les expressions de τ (B.14) et de ∇ · τ (B.15), Lamb obtient a` partir de
(B.12) l’expression suivante (κ est suppose´ nul) :
dE
dt
= −µ
∫
Ω∗F
ω2 dΩ + µ
∫
∂Ω∗F
2n.(v ∧ ω) +∇v2.n dΣ (B.18)
Liquide incompressible et irrotationnel
Dans le cas d’un liquide incompressible et irrotationnel, le vecteur de vorticite´ est nul :
→
ω=∇ ∧ v = 0 (B.19)
on introduit alors 2 un potentiel de vitesse χ tel que :
v (t) =∇χ (B.20)
ce qui donne comme expression du tenseur de taux de de´formation d :
d =
1
2
(∇⊗∇χ+ (∇⊗∇χ)T) = (∇⊗∇)χ (B.21)
2. La relation (B.20) ne de´finit pas χ de manie`re unique.
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Par conse´quent, les forces visqueuses ∇.τ sont nulles :
∇.τ = −µ∇∧ →ω= 0 (B.22)
Mais les contraintes visqueuses τ ne le sont pas :
τ = 2µ d = 2µ (∇⊗∇)χ (B.23)
L’expression obtenue en introduisant la relation (B.23) dans (B.16) montre que de tels
mouvements irrotationels ge´ne`rent une dissipation visqueuse :
dE
dt
= −
∫
Ω∗F
µ Dv dΩ = −
∫
Ω∗F
2µ (∇⊗∇)χ : (∇⊗∇)χ dΩ (B.24)
Pre´cisons qu’en coordonne´es carte´siennes, l’expression de Dv est donne´e par :
Dv = 2
[(
∂2χ
∂x2
)2
+
(
∂2χ
∂y2
)2
+
(
∂2χ
∂z2
)2]
+ 4
[(
∂2χ
∂x∂y
)2
+
(
∂2χ
∂y∂z
)2
+
(
∂2χ
∂x∂z
)2]
(B.25)
D’autre part, dans le cas d’un fluide incompressible irrotationnel, on peut simplifier
l’expression donne´e par Lamb (B.12) en utilisant (B.22) :
dE
dt
= −
∫
∂ΩF ∗
τ v.n dΣ = −
∫
∂Ω∗F
µ ((∇⊗ v)v + (v ⊗∇)v) .n dΣ
= −
∫
∂Ω∗F
µ∇v2.n dΣ = −
∫
∂Ω∗F
µ∇ ((∇χ)2) .n dΣ (B.26)
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Annexe C
E´tude de l’e´quation de
Navier-Stokes line´arise´e pour un
liquide faiblement visqueux
contenu dans un re´servoir
de´formable.
Pre´sentation du proble`me
On reprend ici pour un re´servoir de re´volution de´formable, la de´marche suivie par
l’article [5] pour un re´servoir rigide et immobile. Le re´servoir contient un liquide de volume
Ω∗F conside´re´ comme pesant, incompressible et faiblement visqueux. Le mouvement du
Figure C.1 – Sche´ma du re´servoir e´tudie´.
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ETUDE DE L’E´QUATION DE NAVIER-STOKES LINE´ARISE´E POUR UN
LIQUIDE FAIBLEMENT VISQUEUX CONTENU DANS UN RE´SERVOIR
DE´FORMABLE.
fluide est solution de l’e´quation de Navier-Stokes :
∂v
∂t
= −1
ρ
∇p+ ν∆v + g sur Ω∗F (C.1)
v repre´sente le vecteur vitesse d’un point du fluide, p sa pression, ρ et ν sont la masse
volumique et la viscosite´ cine´matique du fluide. g est le vecteur de force gravitationnelle
oppose´ au vecteur unitaire iz (voir Fig. C.1). En plus de l’e´quation (C.1), on conside`re
l’e´quation de conservation de la masse pour un fluide incompressible qui s’e´crit :
div(v) = 0 dans Ω∗F (C.2)
On adimensionnera par la suite les variables en prenant une longueur et un temps carac-
te´ristique : L e´tant une dimension caracte´ristique de la surface libre Γ et f1 la premie`re
fre´quence de vibration d’un fluide parfait place´ dans les meˆmes conditions [5]. On a alors :
v¯ =
v
Lf1
, t¯ = tf1 , p¯ =
p
ρL2f21
(C.3)
On de´finit alors le nombre de Reynolds R et de Froude F0 en fonction de ces parame`tres :
R = f1l
2
ν
et F0 = f
2
1 l
g
(C.4)
On posera par la suite η = 1R . On montre que η =
l2ν
L2
ou` lν repre´sente la longueur
caracte´ristique des phe´nome`nes visqueux (ce parame`tre est introduit dans le chapitre 4).
Dans le domaine Ω∗F , les e´quations (C.1) et (C.2) s’e´crivent donc en fonction des variables
adimensionne´es :
∂v¯
∂t
= −∇p¯+ η∆v¯ − 1F0 iz (C.5)
div(v¯) = 0 (C.6)
On remarque qu’en prenant dans l’e´quation (C.5) η = 0, on obtient l’e´quation d’Euler
line´arise´e. L’hypothe`se de fluide faiblement visqueux se traduira donc par un parame`tre η
petit.
Les conditions aux limites du proble`me sont :
– Adhe´rence du liquide a` la paroi Σ∗.
– Annulation des contraintes tangentielles et normales sur la surface libre Γ∗.
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La premie`re condition se traduit par : v¯ = vs sur Σ
∗, vs e´tant la vitesse de de´placement
connue de la structure. La seconde condition va s’e´crire :
−p¯+ n.(τ¯n) = 0 Contrainte normale nulle (C.7)
n ∧ τ¯n = 0 Contrainte tangentielle nulle (C.8)
τ¯ est le tenseur des contraintes visqueuses adimensionne´ et n la normale sortante a` la
surface libre. On a alors :
n.(τn) = 2ηn.d¯n (C.9)
d¯ est ici le tenseur du taux de de´formation de´fini par :
2d¯ = (Dv¯) + (Dv¯)T (C.10)
ou` ⊗ est le produit tensoriel.
De´composition de Helmholtz
On conside`re dans la suite la pulsation complexe ω telle que, dans le domaine fre´quen-
tiel, ∂v¯∂t s’e´crit ωv¯. Pour ω diffe´rent de 0, on e´crit l’e´quation (C.5) sous la forme :
v¯ = − 1
ω
∇p¯+ η
ω
∆v¯ − 1F0ω∇z (C.11)
z e´tant l’abscisse suivant l’axe vertical iz. L’e´quation de conservation de la masse (C.6)
entraˆıne :
∆v¯ = −rot rotv¯ (C.12)
Dans (C.11), en remplac¸ant ∆v¯ par le re´sultat (C.12), on a :
v¯ = − 1
ω
∇p¯− η
ω
rot rotv¯ − 1F0ω∇z (C.13)
= ∇
(
− p¯
ω
− zF0ω
)
+ rot
(
− η
ω
rotv¯
)
On pose pour la suite :
χ = − p¯
ω
− zF0ω et A = −
η
ω
rotv¯ (C.14)
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χ est un potentiel scalaire et A un potentiel vectoriel. Ainsi, v¯ se de´compose classiquement
sous la forme :
v¯ =∇χ+ rot A (C.15)
On pourra se re´fe´rer a` [25, 43] pour une de´monstration de l’existence et des conditions
d’unicite´ des potentiels χ etA de la de´composition (aussi appelle´e de´composition de Helm-
holtz). ΩF est ici un domaine simplement connexe.
A` partir de l’expression de v¯ donne´e par (C.15), on de´duit rotv¯ :
rotv¯ = rot rotA (C.16)
Avec l’expression de A donne´e par (C.14) on en de´duit l’e´quation suivante :
ωA+ ηrot rotA = 0 sur ΩF (C.17)
L’e´quation de conservation de la masse va alors s’e´crire (en appliquant l’ope´rateur diver-
gence a` l’e´quation (C.15) :
∆χ = 0 sur ΩF (C.18)
On se rame`ne donc a` un proble`me exprime´ en fonction des potentiels A et χ, les e´quations
(C.5) et (C.6) donnant (C.17) et (C.18).
La condition aux limites sur la paroi Σ peut alors s’e´crire (continuite´ des vitesses normales
et tangentielles) :
(∇χ+ rotA).n = vS .n sur Σ (C.19)
(∇χ+ rotA) ∧ n = vS ∧ n sur Σ (C.20)
Les conditions aux limites (C.7) et (C.8) sur la surface libre Γ donnent les relations :
ω2χ+
1
F0 v¯.n+ 2ηω∇(v¯.n).n = 0 sur Γ (C.21)
η (∇(v¯.n) + rot(v¯.n)) = 0 sur Γ (C.22)
Me´thode des perturbations
A` partir de l’expression de la vitesse donne´e par (C.15) et en prenant η = 0 c’est a`
dire en conside´rant un fluide parfait, l’expression de A dans (C.14) nous donne A = 0 et
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donc :
v¯ =∇χ (C.23)
Le potentiel A, qui exprime la partie rotationnelle du fluide, est donc induit par les phe´-
nome`nes visqueux.
On souhaite maintenant caracte´riser le comportement de A dans le volume en utilisant la
me´thode des perturbations.
L’e´quation (C.17) ainsi que les conditions aux limites (e´quations (C.19) a` (C.22)) peuvent
s’e´crire sous la forme :
E0(w) + ηE1(w) + o(η) = 0 (C.24)
w est un vecteur contenant les inconnues du proble`me, E0 et E1 des applications, et η un
petit parame`tre. On de´veloppe alors w autour d’une valeur w0 solution des e´quations du
mouvement et des conditions initiales pour η = 0. w va s’e´crire : w = w0 + ηw1 + .... On
s’inte´resse ainsi a` l’effet de petites perturbations autour de la valeur w0.
Cependant, en prenant A0, χ0 et ω0 les premiers termes des de´veloppements de A, χ et
ω, on obtient un syste`me (e´quations (C.17) a` (C.22)) insoluble :
∆χ0 = 0 sur ΩF (C.25)
ω0A0 = 0 sur ΩF (C.26)
(∇χ0 + rotA0).n = vS .n sur Σ (C.27)
(∇χ0 + rotA0) ∧ n = vS ∧ n sur Σ (C.28)
ω0χ0 +
1
F0 (∇χ0 + rotA0) = 0 sur Γ (C.29)
En effet, l’e´quation (C.26) donne A0 = 0, les e´quations (C.25), (C.27) et (C.29) donnent
χ0 et ω0 mais l’e´quation (C.28) ne peut pas eˆtre ve´rife´e.
On peut en effet retrouver les e´quations locales dans le volume fluide pour un fluide parfait
en faisant tendre vers 0 le coefficient de viscosite´ ν, cependant, les conditions aux limites
du proble`me visqueux et non visqueux sont diffe´rentes (adhe´rence du fluide a` la paroi ou
non) et on ne peut passer d’un proble`me a` l’autre par un simple passage a` la limite.
On fait alors un changement de variable en fonction du parame`tre η [5] afin de ramener au
meˆme ordre ωA et une des de´rive´es d’ordre supe´rieur de ηrot rotA de l’e´quation (C.17).
On se place dans le syste`me de coordonne´es curvilignes orthogonales (ξ1, ξ2, ξ3) ou` ξ1 et ξ2
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sont les coordonne´es d’un point de la surface Σ et ξ3 l’abscisse du point selon la normale
a` Σ. Soit un vecteur M de l’espace :
M =
∣∣∣∣∣∣
x1(ξ1, ξ2, ξ3)
x2(ξ1, ξ2, ξ3)
x3(ξ1, ξ2, ξ3)
(C.30)
On de´finit alors les coefficients h1, h1 et h3 :
hi(ξ1, ξ2, ξ3) =
∥∥∥∥∂M∂ξi
∥∥∥∥ i = 1, 2, 3 (C.31)
On conside`re les trois vecteurs e1, e2 et e3 suivant :
ei = h
−1
i
∂M
∂ξi
i = 1, 2, 3 (C.32)
Les vecteurs {e1, e2, e3} forment une base orthonorme´e. Soit A1, A2, A3 les coordonne´es
du potentiel A dans cette base, le rotationnel s’ecrit alors :
rotA =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
h2
∂A3
∂ξ2
− 1h3 ∂A
2
∂ξ3
1
h3
∂A1
∂ξ3
− 1h1 ∂A
3
∂ξ1
1
h1
∂A2
∂ξ1
− 1h2 ∂A
1
∂ξ2
(C.33)
On en de´duit l’expression de rot rotA :
rot rotA =

1
h2h3
[
∂
∂ξ2
{
h3
h1h2
(
∂A2h2
∂ξ1
− ∂A1h1∂ξ2
)}
− ∂∂ξ3
{
h2
h3h1
(
∂A1h1
∂ξ3
− ∂A3h2∂ξ1
)}]
1
h3h1
[
∂
∂ξ3
{
h1
h2h3
(
∂A3h3
∂ξ2
− ∂A2h2∂ξ3
)}
− ∂∂ξ1
{
h3
h1h2
(
∂A2h2
∂ξ1
− ∂A1h1∂ξ2
)}]
1
h1h2
[
∂
∂ξ1
{
h2
h3h1
(
∂A1h1
∂ξ3
− ∂A3h3∂ξ1
)}
− ∂∂ξ2
{
h1
h2h3
(
∂A3h3
∂ξ2
− ∂A2h2∂ξ3
)}]

(C.34)
En posant q = ξ3 avec  =
√
η = lνL on peut ramener une des de´rive´es d’ordre e´leve´e au
meˆme ordre que ωA (ce sont les de´rive´es secondes par rapport a` la variable ξ3). L’expression
(C.17)) va alors s’e´crire au premier ordre en  :
ω0A
1
0 −
1
h23
∂2A10
∂q2
= 0 (C.35)
ω0A
2
0 −
1
h23
∂2A20
∂q2
= 0
ω0A
3
0 = 0
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On obtient alors :
A10 = C
1(ξ1, ξ2) exp
(
−h3
√
ω0ξ3

)
(C.36)
A20 = C
2(ξ1, ξ2) exp
(
−h3
√
ω0ξ3

)
A30 = 0
Il est alors possible de de´terminer C1 et C2 avec la condition aux limites (C.28). Le gradient
de χ0 s’e´crit dans la base {e1, e2, e3} :
∇χ0 =
∣∣∣∣∣∣∣
1
h1
∂χ0
∂ξ1
1
h2
∂χ0
∂ξ2
1
h3
∂χ0
∂ξ3
(C.37)
On a donc :
1
h1
∂χ0
∂ξ1
+
h3
√
ω0

C2 = vS1 (C.38)
1
h2
∂χ0
∂ξ2
− h3
√
ω0

C1 = vS2 (C.39)
(vS1 , v
S
2 , v
S
3 ) e´tant les coordonne´es du vecteur v
S dans la base {e1, e2, e3}. On obtient :
C1 =

h2
√
ω0
∂χ0
∂ξ2
− √
ω0
vS2 et C
2 =
√
ω0
vS1 −

h1
√
ω0
∂χ0
∂ξ1
(C.40)
En injectant ces valeurs dans (C.36), il est possible d’en de´duire les expressions de A0 et
rot A0 :
A0 =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
√
ω0
(
1
h2
∂χ0
∂ξ2
− vS2
)
Σ
exp
(
−h3
√
ω0ξ3

)
√
ω0
(
vS1 − 1h1
∂χ0
∂ξ1
)
Σ
exp
(
−h3
√
ω0ξ3

)
0
(C.41)
rotA0 =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
−
√
ω0
 − 1h2h3 ∂h2∂ξ3
)
C2 exp
(
−h3
√
ω0ξ3

)
(
−
√
ω0
 +
1
h1h3
∂h1
∂ξ3
)
C1 exp
(
−h3
√
ω0ξ3

)
1
h1h2
(
∂h2
∂ξ1
C2 + h2
∂C2
∂ξ1
+ ∂h1∂ξ2C
1 + h1
∂C1
∂ξ2
)
exp
(
−h3
√
ω0ξ3

)
(C.42)
On observe que A0 tend vers 0 lorsque la viscosite´ tend vers 0 (c’est a` dire  tend vers 0).
De plus, rotA0 de´croit exponentiellement lorsque l’on s’e´loigne de la paroi. Le calcul des
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termes ω0 et χ0 peut alors se faire en utilisant les formules (C.25), (C.27) et (C.29) [5].
En conclusion, on retiendra que le champ de vitesse (et de de´placement) dans un fluide
faiblement visqueux tend vers celui d’un fluide non visqueux irrotationnel, partout sauf
dans une couche limite proche de la paroi (sur une e´paisseur de quelques lν).
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Annexe D
Expression de la variation d’un
volume
Soit Ω0 la configuration initiale d’un domaine volumique repe´re´ par le vecteur position
X0. Pour une configuration quelconque Ω(U) repe´re´e par le vecteur X = X0 +U , U e´tant
le de´placement entre Ω0 et Ω. Le volume V du domaine Ω est donne´ par :
V (U) =
∫
Ω(U)
dΩ =
∫
Ω0
det(F (U)) dΩ0 (D.1)
F repre´sente le gradient de la de´formation volumique que l’on de´finit par :
F = DX0X =
∂X
∂X0
(D.2)
La variation du volume V dans une direction quelconque δu va donc s’e´crire :
δU [V ] (δu) =
∫
Ω
δ [dΩ] (δu)
=
∫
Ω0
δ [det(F )] (δu)dΩ0
On remarque que :
δ [det(F )] (δu) =
∂ det(F )
∂U
(δu) =
∂ det(F )
∂F
∂F
∂U
(δu) =
∂ det(F )
∂F
(
δ [F ](δu)
)
(D.3)
On cherche donc a` calculer la de´rive´e de det(F ) par rapport a` F dans la direction δ [F ](δu).
Puisque det(F ) est le rapport non nul entre deux volumes e´le´mentaires, F est inversible
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et on a :
det
(
F +  δ [F ] (δu)
)
= det
(
F (I +  F−1δ [F ] (δu))
)
= det(F ) det
(
I +  F−1δ [F ] (δu)
)
= det(F )
(
1 +  Tr
(
F−1δ [F ](δu)
))
+ o() (D.4)
On en de´duit :
δ [det(F )] (δu) = lim
→0
det
(
F +  δ [F ](δu)
)− det(F )

= det(F ) Tr
(
F−1δ [F ](δu)
)
(D.5)
Or F peut e´crire F = I +
∂U
∂X0
, et on a donc :
Tr
(
F−1δ [F ] (δu)
)
= Tr
(
∂X0
∂X
∂δu
∂X0
)
= Tr
(
∂δu
∂X
)
= Tr (DXδu) = div(δu) (D.6)
On peut donc re´e´crire l’expression (D.3) :
δU [V ] (δu) =
∫
Ω0
δ [det(F )] (δu)dΩ0
=
∫
Ω0
div(δu) det(F )dΩ0
=
∫
Ω
div(δu)dΩ (D.7)
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Annexe E
Fluide ballottant dans un re´servoir
fixe
On s’inte´resse dans cette annexe a` l’e´tude d’un fluide pesant et non visqueux ballot-
tant dans un re´servoir a` parois rigides ; on souhaite e´tablir les e´quations de ce syste`me
conservatif.
Les syste`mes a` l’e´tat naturel et a` l’e´quilibre sont suppose´s identiques, avec une surface
libre plane. On notera ΩF0 , Γ0 et Σ0 respectivement le domaine fluide, la surface libre et
l’interface Fluide-Structure dans l’e´tat d’e´quilibre qui est l’e´tat de re´fe´rence. Ainsi, seule
la surface libre est en mouvement et on note Γ la surface en mouvement autour de Γ0 (Fig.
E.1).
La de´marche jusqu’alors utilise´e consistait a` de´finir la formulation variationnelle en fonc-
tion d’un de´placement UF quelconque (e´tude statique) puis a` line´ariser cette formulation
autour de l’e´tat statique pour des petits de´placements uF . Ici, l’e´tat d’e´quilibre est connu
et les de´placements du fluide sont de faible amplitude et directement note´s uF .
Expression du Lagrangien
Dans cette e´tude, le fluide est conside´re´ comme incompressible et l’interface Σ0 est fixe.
On introduit ces deux contraintes a` l’aide de multiplicateurs de Lagrange λ et µ.
Dans le cadre des petits de´placements, ces contraintes s’expriment en fonction du de´pla-
cement et non des vitesses. Ainsi, l’incompressibilite´ du fluide est donne´e par div(uF ) = 0
dans le volume ΩF0 et la condition aux limites aux parois s’e´crit : u
F · n0Σ = 0 sur Σ0.
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Figure E.1 – Configuration du proble`me. nΣ est la normale sortante a` l’interface fixe Σ0
et iz le vecteur unitaire selon la vertical. Seul le fluide est en mouvement et peut ballotter.
En notant EP et EC l’ e´nergie potentielle et l’ e´nergie cine´tique du syste`me, le Lagrangien
va donc s’e´crire :
L(uF , u˙Fλ, µ) = EC(u˙F )− EP (uF ) +
∫
Σ0
µ uF · nΣdΣ +
∫
ΩF0
λ div(uF )dΩ (E.1)
L’e´nergie cine´tique du syste`me est l’e´nergie cine´tique du fluide qui s’e´crit classiquement
sous la forme quadratique :
EC =
1
2
∫
ΩF0
ρF (u˙F )2dΩ (E.2)
avec ρF la masse volumique du fluide et u˙F la de´rive´e temporelle de uF .
De plus, la seule e´nergie potentielle en jeu est ici l’e´nergie potentielle de pesanteur du fluide.
Cette e´nergie peut e´galement s’e´crire sous forme quadratique en fonction de l’e´le´vation
verticale de la surface libre [78] :
EP =
1
2
∫
Γ0
ρF g(uF · iZ)2dΓ (E.3)
g e´tant la pesanteur terrestre constante.
Enfin, on notera respectivement C et I les deux inte´grales de l’expression (E.1) servant a`
introduire les contraintes de continuite´ a` l’interface fluide-structure et d’incompre´ssibilite´.
E´tude dynamique
On applique alors le principe de moindre action introduit dans la partie 5.3, avec S
l’action (voir relation (5.15)). Le Lagrangien de´pend des variables (uF ,u˙F , µ, λ) et les
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e´quations du syste`me sont donc donne´es par :
δuF
[ S(uF , u˙F , µ, λ) ] (δuF , ˙δuF ) = 0 ∀ (δuF , ˙δuF ) ∈ C0
UF
× C0
UF
(a)
δµ
[ S(uF , u˙F , µ, λ) ] (δµ) = 0 ∀ δµ ∈ R (b)
δλ
[ S(uF , u˙F , µ, λ) ] (δλ) = 0 ∀ δλ ∈ R (c)
(E.4)
C0
UF
=
{
UF ∈ H1(Ω0F )3
}
e´tant l’espace des fonctions admissibles uF . Les relations (b)
et (c) donnent les conditions uF · n0Σ = 0 sur Σ0 et div(uF ) = 0 sur ΩF0 . En utilisant la
relation (7.34), on e´crit l’e´quation (a) de (E.4) :
−
∫
ΩF0
ρF u¨F · δuF dΩ−
∫
Γ0
ρF g(uF · iZ)(δuF · iZ)dΓ
+
∫
Σ0
µδuF · nΣdΣ +
∫
ΩF0
λdiv(δuF )dΩ = 0 ∀ δuF ∈ Cu (E.5)
La surface libre e´tant plane et horizontale (les e´nergies surfaciques sont ne´glige´es) on choisit
le vecteur iz pour de´signer la normale sortante de la surface Γ0. En inte´grant par parties
le terme d’incompressibilite´ on a :∫
ΩF0
λdiv(δuF )dΩ = −
∫
ΩF0
∇λ · δuF dΩ +
∫
Σ0
λδuF · nΣdΣ +
∫
Γ0
λδuF · iZdΓ (E.6)
A` l’aide des relations (E.5) et (E.6) on peut exprimer les multiplicateurs de Lagrange µ
et λ. Pour cela, on conside`re dans un premier temps des fonctions test δuF nulles sur le
bord du domaine ΩF0 , on en de´duit la relation :
∇λ = −ρF u¨F sur ΩF0 (E.7)
En prenant le rotationnel de cette expression, on montre que le fluide est irrotationnel et
rot(uF ) = 0.
En re´injectant la relation (E.7) dans (E.5), on de´duit les relations suivantes sur Γ0 et Σ0
en prenant respectivement des fonctions test δuF nulles sur Σ0 puis Γ0 :
λ = ρF g(uF · iZ) sur Γ0 (E.8)
µ = −λ sur Σ0 (E.9)
On souhaite maintenant e´liminer les multiplicateurs de Lagrange par l’introduction d’une
variable inconnue ϕ a` la place de uF . Afin de de´crire le mouvement irrotationnel du fluide
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on pose :
uF =∇ϕ (E.10)
ϕ e´tant de´fini a` une constante pre`s, on choisit la condition d’unicite´ de´finie par la forme
line´aire l tel que l(ϕ) = 0 et l(1) 6= 0. On note Cϕ l’espace d’admissibilite´ des fonctions ϕ
et C∗ϕ l’espace d’admissibilite´ avec prise en compte de cette condition d’unicite´. La solution
recherche´e ϕ appartient donc a` C∗ϕ.
Les relations (E.7), (E.8) et (E.9) vont alors s’e´crire :
λ = −ρF ϕ¨+ pi sur ΩF0 (E.11)
λ = ρF g(∇ϕ · iZ) sur Γ0 (E.12)
µ = ρF ϕ¨− pi sur Σ0 (E.13)
pi e´tant une constante d’inte´gration. La relation (E.11) est valable sur le domaine ΩF0 et
donc sur Γ0. En reportant l’expression de λ donne´e par (E.11) dans (E.12), on retrouve
l’e´quation locale de la surface libre donne´e dans [78] :
ρF g(∇ϕ · iZ) = −ρF ϕ¨+ pi sur Γ0 (E.14)
λ et µ sont donc des fonctions de uF et l’on souhaite maintenant donner une expression du
proble`me en ϕ, c’est a` dire en supprimant les multiplicateurs de Lagrange. Il s’agit donc
d’exprimer le Lagrangien re´duit qui n’est alors plus qu’une fonction de uF . En supprimant
les multiplicateurs de Lagrange, on supprime les e´quations (b) et (c) du proble`me (E.4).
Le nouveau proble`me que l’on e´crit est e´quivalent si l’on conside`re la condition d’incom-
pressibilite´ div(uF ) = 0 dans Ω0F et la condition aux limites a` l’interface fluide structure
uF · n0Σ = 0. Le proble`me (E.4) se re´e´crit :
δ
[ S(uF ) ]0 (δuF , ˙δuF ) = 0 ∀ (δuF , ˙δuF ) ∈ C0
UF
× C0
UF
(a)
div(uF ) = 0 sur Ω0F (b)
uF · n0Σ = 0 sur Σ0 (c)
(E.15)
En conside´rant δuF =∇δϕ, le terme d’incompressibilite´ I de la formule (E.1) va s’e´crire :
δ [ I ]0 (δuF ) =
∫
ΩF
λdiv(δuF )dΩF +
∫
Ω0F
δ [ λ ] (δuF )div(uF ) dΩF (E.16)
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Avec :
δ [ λ ]0 (δuF ) = −ρF δϕ¨ (E.17)
En utilisant le changement de variable (E.10), l’expression (E.16) peut donc s’e´crire :
δ [ I ]0 (δuF ) = 2
∫
Ω0F
ρF∇ϕ ·∇δ¨ϕdΩF +
∫
Γ0∪Σ0
(−ρF ϕ¨+ pi)∇δϕ · n∗dS
−
∫
Γ0∪Σ0
ρF δ¨ϕ∇ϕ · n0ΣdΓ (E.18)
De meˆme, a` l’aide de la relation (E.13), on re´e´crit le terme de couplage C :
δ [ C ]0 (δuF ) = −
∫
Σ0
(−ρF ϕ¨ + pi) ∇δϕ · n0ΣdΣ +
∫
Σ0
ρF δϕ¨ ∇δϕ · n0ΣdΣ (E.19)
On re´e´crit e´galement le terme d’e´nergie cine´tique du fluide a` l’aide du changement de
variable (E.10) :
δ
[
EFC
]0
(δuF ) =
∫
Ω0F
ρF∇ϕ˙ ·∇ ˙δϕdΩ∗F (E.20)
La relation (a) du proble`me (E.15) s’e´crit :
δ
[ S(uF ) ] (δuF ) = 0 = ∫
ΩF0
ρF∇ϕ ·∇δϕ¨dΩ +
∫
Γ0
ρF δ¨ϕ (∇ϕ · iz)dΓ ∀δϕ ∈ Cϕ (E.21)
En utilisant l’e´quation de la surface libre (E.14) on a :∫
ΩF0
ρF∇ϕ ·∇δϕ¨dΩ + ρ
F
g
∫
Γ0
ϕ¨δϕ¨dΓ− 1
g
∫
Γ0
pi δϕ¨dΓ = 0 ∀δϕ ∈ Cϕ (E.22)
Cette formulation est en δϕ¨ et on remplace dans la suite δϕ¨ par δϕ, car cette e´quation
variationnelle est vraie pour tout δϕ¨.
On remarque de plus que pour δϕ = 1, la condition d’unicite´ permet d’obtenir :∫
Γ0
pidΓ = 0 (E.23)
et donc : pi = 0.
Enfin, en prenant des fonctions test δϕ dans C∗ϕ l’expression (E.22) se simplifie et la for-
mulation variationnelle du fluide va s’e´crire :
∃ϕ ∈ C∗ϕ tel que :
∫
ΩF0
ρF∇ϕ ·∇δϕdΩ + ρ
F
g
∫
Γ0
ϕδϕdΓ = 0 ∀δϕ ∈ C∗ϕ (E.24)
On rappelle comme le montre la relation (7.69), C∗ϕ est un sous espace de Cϕ. On remarque
que l’on peut restreindre l’espace des fonctions test Cϕ a` C∗ϕ puisque le cas ou` δϕ est
constant n’apporte pas d’information supple´mentaire (0 = 0).
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Conclusion
Dans l’e´tude de ce cas simplifie´, on a pu appliquer le Principe de Moindre Action afin
de de´terminer la formulation variationnelle du proble`me conservatif pour un fluide pesant
ballottant en cavite´ rigide. On retrouve bien les ope´rateurs obtenus a` partir de l’e´quation
d’Euler line´arise´ dans [78].
De plus, on remarque l’importance d’introduire la loi de comportement du fluide (ici l’in-
compressibilite´) par un multiplicateur de Lagrange. En effet, sans ce terme, on voit que
l’e´quation (E.7) n’a plus de sens et donne u¨F = 0 dans ΩF0 .
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Annexe F
Fluide ballottant dans un re´servoir
e´lastique
On s’inte´resse dans cette annexe a` l’e´tude d’un fluide pesant ballottant dans un re´ser-
voir e´lastique. Ce cas a e´te´ e´tudie´ dans [91] en prenant en compte les effets de pre´contraintes
statiques sur l’interafce fluide-structure. L’auteur utilise cependant une me´thode diffe´rente
en partant des e´quations locales pour arriver a` une formulation variationnelle line´arise´e
autour d’un e´tat fixe en utilisant le transport Lagrangien. On souhaite ici obtenir une
formulation identique en utilisant le principe de moindre action afin d’illustrer la manie`re
par laquelle se fait le couplage entre l’e´quation du fluide et de la structure avec l’utilisa-
tion d’un multiplicateur de Lagrange. On utilisera donc les expressions des e´nergies de´ja`
introduites dans les chapitres 6 et 7, ainsi que la parame´trisation de´taille´e dans la partie
5.2.
E´tude statique
Dans un premier temps, on souhaite e´crire la formulation variationnelle qui va nous
permettre de calculer l’e´tat de re´fe´rence autour duquel on va line´ariser le proble`me. On
conside`rera le de´placement de la structure US∗ et du fluide UF∗ entre l’e´tat naturel et l’e´tat
d’e´quilibre (voir Fig. 5.7), comme infinite´simal (ΩF∗ est donc confondu avec ΩF0 )
Les e´nergies potentielles du syste`me sont l’e´nergie potentielle de pesanteur du fluide
Epes(U
F ) ainsi que l’e´nergie potentielle e´lastique de la structure Eelas(U
S). De plus, on
utilise les multiplicateurs de Lagrange Λ et M afin d’introduire les contraintes d’incom-
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pressibilite´ et le couplage a` l’interface Fluide Structure a` l’aide des termes pre´ce´dement
introduits dans la partie 6 : I(UF ,Λ) et CΣ(UF ,US ,M). L’e´nergie cine´tique est ici nulle
et le Lagrangien est donc donne´ par :
L(UF ,US ,Λ,M) = − (Epes(UF ) + Eelas(US))+ I(UF ,Λ) + CΣ(UF ,US ,M) (F.1)
Le proble`me statique va donc s’e´crire :
δUF [ L ]0 (δuF ) = 0 ∀ δuF ∈ C0UF
δUS [ L ]0 (δuS) = 0 ∀ δuS ∈ C0US
δΛ [ L ]0 (δλ) = 0 ∀ δλ ∈ R
δM [ L ]0 (δµ) = 0 ∀ δµ ∈ R
(F.2)
C0
UF
, C0
US
e´tant introduit dans la partie 6.2 (voir relation (6.1)). On souhaite maintenant
exprimer la premie`re relation afin d’obtenir une expression des multiplicateurs de Lagrange
Λ0 et M0 a` l’e´tat d’e´quilibre. On rappelle l’expression de la variation de chacune des
e´nergies par rapport a` UF autour de l’e´tat d’e´quilibre :
δ [Epes]
0(δuF ) = ρF g
∫
Γ0
Z0δuF · n0Γ dΓ + ρF g
∫
Σ0
Z0 δuF · n0Σ dΣ
δ [ I ]0 (δuF ) =
∫
Γ0
Λ0 δuF · n0Γ dΓ +
∫
Σ0
Λ0 δuF · n0Σ dΣ−
∫
ΩF0
∇Λ0 · δuF dΩF
δ [ CΣ ]0 (δuF ) = −
∫
Σ0
M0 δuF · n0ΣdΣ
L’e´quation fluide du proble`me (F.2) va s’e´crire :
−
∫
ΩF0
∇Λ0 · δuF dΩF +
∫
Γ0
(
Λ0 − ρF g Z0)n0Γ · δuF dΓ+∫
Σ0
(
Λ0 −M0 − ρF g Z0)n0Σ · δuF dΣ = 0 ∀δuF ∈ CUF (F.3)
En prenant des fonctions test δuF nulles sur le bord ∂ΩF0 on en de´duit :
∇Λ0 = 0 ⇒ Λ0constant sur ΩF0
La relation (F.3) permet alors d’obtenir une expression des multiplicateurs de Lagrange
pour le syste`me a` l’e´quilibre en prenant respectivement des fonctions tests δuF nulles sur
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Σ puis Γ : 
Λ0 = ρF g Z0 sur Γ0
M0 = Λ0 − ρF g Z0 sur Σ0
(F.4)
La surface libre e´tant plane, Z0 est constant sur Γ0 et on choisira Z0 = 0 sur Γ0 (choix
de l’origine du repe`re). Le multiplicateur M0 peut donc eˆtre conside´re´ comme la pression
statique du fluide s’exerc¸ant sur la parois Σ0 :
Λ0 = 0 sur Ω0
M0 = −ρF g Z0 sur Σ0
(F.5)
E´tude dynamique
On souhaite maintenant e´crire les e´quations line´arise´es de la dynamique du syste`me
fluide structure (en prenant en compte l’e´nergie cine´tique). Il s’agit donc de line´ariser
les e´nergies prises en compte en de´composant les variables du proble`me (UF ,US ,Λ,M)
autour de la position d’e´quilibre comme suit :
UF = UF0 + u
F = uF
US = US0 + u
S = uS
Λ = Λ0 + λ = λ
M = M0 + µ
(F.6)
ou` (uF ,uS , λ, µ) repre´sentent les petits de´placements et les petites variations des multi-
plicateurs de Lagrange autour de la position de re´fe´rence. De meˆme que pour l’e´tude avec
capillarite´, on utilisera les notations µF et µS introduites dans 7.1 pour de´signer respec-
tivement les variations suivant le fluide ou le solide. Le Lagrangien du syste`me va donc
s’e´crire :
L(UF ,US , U˙F , U˙S ,Λ,M) =
(
EFC (U˙
F ) + ESC(U˙
S)
)
−
Epes(U
F ) + I(UF ,Λ) + CΣ(UF ,US ,M) (F.7)
ou` EFC et E
S
C sont respectivement les e´nergies cine´tiques du fluide et de la structure.
Le principe de moindre action permet alors d’e´crire les e´quations de la dynamique qui sont
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donne´es par les relations suivantes :
δUF [ S ] (δuF , ˙δuF ) = 0 ∀ (δuF , ˙δuF ) ∈ CUF × CUF
δUS [ S ] (δuS , ˙δuS) = 0 ∀ (δuS , ˙δuS) ∈ CUS × CUS
δΛ [ S ] (δλ) = 0 ∀ δλ ∈ R
δM [ S ] (δµ) = 0 ∀ δµ ∈ R
(F.8)
CUF , CUS e´tant introduit dans la partie 6.2.
De meˆme que pour l’e´tude dynamique faite dans la partie 7, on line´arise le proble`me (F.8)
en e´crivant le de´veloppement limite´ pour chacune des relations autour de l’e´tat statique,
on obtient :
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuF )]∗
∂U˙F
(u˙F ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂Λ
(λ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂M
(µF ) = 0 (a)
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuS)]∗
∂U˙S
(u˙S) +
∂
[
δ [ S ] (δuS)]∗
∂US
(uS) +
∂
[
δ [ S ] (δuS)]∗
∂M
(µS) = 0 (b)
∂
[
δ [ S ] (δλ)]∗
∂UF
(uF ) = 0 (c)
∂
[
δ [ S ] (δµ)]∗
∂UF
(uF ) +
∂
[
δ [ S ] (δµ)]∗
∂US
(uS) = 0 (d)
(F.9)
Une expression des de´rive´es de chacune de ces e´nergies est donne´e par les relations (7.7),
(7.8), (7.9), (7.16), (7.20), (7.21) et (7.31).
E´quation Fluide
En e´crivant l’e´quation du fluide dans un premier temps, on peut exprimer les multipli-
cateurs de Lagrange (λ, µF ) en fonction des variables line´arise´es du proble`me (u
F , uS).
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La formulation variationnelle du fluide (e´quation (a) de (F.9)) s’e´crit :∫ t2
t1
(∫
Ω0F
ρF u˙F ˙δuF dΩF −
∫
Ω0F
∇λ · δuF dΩF +
∫
Γ0
(
− ρF g (uF · iz) + λ
)
δuF · n0ΓdΓ+∫
Σ0
(
λ− ρF g (uF · iz)− µF
)
δuF ·n0ΣdΣ +
∫
Σ0
(
− ρF gZ0 +M0
)
︸ ︷︷ ︸
A
δuF · τ 0ΣdΣ
)
dt = 0
(F.10)
Le terme A s’annule d’apre`s les relations (F.5) obtenues dans l’e´tude statique. En inte´grant
par parties le terme d’e´nergie cine´tique, la relation (F.10) e´tant valable pour toute fonction
δuF :∫
Ω0F
(
− ρF u¨F −∇λ
)
· δuF dΩF +
∫
Γ0
(
− ρF g (uF · iz) + λ
)
δuF · n0ΓdΓ +∫
Σ0
(
− ρF g (uF · iz) + λ+ µF
)
δuF · n0ΣdΣ = 0 ∀δuF ∈ CUF (F.11)
Avec des fonctions test δuF nulles sur le bord du domaine Ω∗F , on en de´duit la relation :
∇λ = −ρF u¨F sur Ω0F (F.12)
En prenant le rotationnel de cette expression, on a rot(uF ) = 0 et on montre bien que
le fluide est irrotationnel. En reportant (F.12) dans (F.11) on obtient l’expression de la
variable µF en conside`rant des fonctions test nulles sur Γ
0 :
µF = λ− ρF g (uF · iz) sur Σ0 (F.13)
De meˆme, en prenant des fonctions test nulles sur Σ0 :
λ = ρF g (uF · iz) sur Γ0 (F.14)
On souhaite maintenant introduire une nouvelle variable ϕ (potentiel de de´placement) a`
la place de uF , on pose :
uF =∇ϕ sur Ω0F (F.15)
D’apre`s (F.12),∇λ est une fonction de uF et λ est un scalaire de´fini a` une constante pre`s,
cette constante pouvant de´pendre line´airement de uS . On notera pi cette constante et on
a :
λ = −ρF ϕ¨+ pi(uS) (F.16)
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L’unicite´ de la constante pi est assure´e par la forme line´aire l telle que l(ϕ) = 0 et l(1) 6= 0.
On prendra :
l(ϕ) =
∫
Γ0
ϕdΓ (F.17)
Les relations (F.14) et (F.13) s’e´crivent donc :
−ρF ϕ¨+ pi = ρF g (uF · iz) sur Γ0 (F.18)
µF = −ρF ϕ¨+ pi(uS)− ρF g (uF · iz) sur Σ0 (F.19)
λ et µ sont donc des fonctions des variables uF et uS . On souhaite maintenant supprimer
ces multiplicateurs de Lagrange et se ramener a` une expression classique du proble`me
couple´ en (ϕ, uS). Il s’agit donc d’exprimer le Lagrangien re´duit qui n’est alors plus qu’une
fonction de UF et US . On s’inte´resse alors a` la re´e´criture des termes d’incompressibilite´
I et de couplage CΣ.
En supprimant les multiplicateurs de Lagrange on supprime les e´quations (c) et (d) du
proble`me (F.9). Le nouveau proble`me que l’on e´crit est e´quivalent si l’on conside`re la
condition d’incompressibilite´ div(uF ) = 0 dans Ω0F et la condition aux limites a` l’interface
fluide structure uF · n0Σ = uS · n0Σ.
Le proble`me (F.9) se re´e´crit :
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuF )]∗
∂U˙F
(u˙F ) +
∂
[
δ [ S ] (δuF )]∗
∂UF
(uF ) = 0 ∀ (δuF , ˙δuF ) ∈ CUF × CUF (a)
∂
[
δ [ S ] ( ˙δuS)]∗
∂U˙S
(u˙S) +
∂
[
δ [ S ] (δuS)]∗
∂US
(uS) = 0 ∀ (δuS , ˙δuS) ∈ CUS × CUS (b)
div(uF ) = 0 sur Ω0F (c)
uF · n0Σ = uS · n0Σ sur Σ0 (d)
(F.20)
A` partir de la formule (6.4) on de´duit la relation suivante :
δ [ I ] (δuF ) =
∫
ΩF
Λdiv(δuF )dΩF +
∫
Ω0F
δ [ Λ ] (δuF ) (det (F )− 1) dΩ0F (F.21)
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La line´arisation de cette expression est donne´e par :
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂UF
(uF )+
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂US
(uS) =
∫
Ω∗F
(
δ [ Λ ]∗ (uF )+δ [ Λ ]∗ (uS)
)
div(δuF )dΩF
+
∫
Γ∗∪Σ∗
Λ∗ δuF · τ ∗S(uF )dS +
∫
Ω∗F
δ [ Λ ]∗ (δuF ) div(uF )dΩF (F.22)
Avec :
δ [ Λ ]∗ (uF ) + δ [ Λ ]∗ (uS) = λ(uF ,uS) (F.23)
Ainsi, dans l’expression (F.22) on a :
δ [ Λ ]∗ (uF ) + δ [ Λ ]∗ (uS) = −ρF ϕ¨+ pi
δ [ Λ ]∗ (δuF ) = −ρF δϕ¨ (F.24)
Avec les relations (F.15), (F.24) et (F.22), le terme d’incompressibilite´ va s’e´crire :
∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂UF
(∇ϕ) + ∂
[
δ [ I ] (δuF )]∗
∂US
(uS) = 2
∫
Ω∗F
ρF∇ϕ ·∇δ¨ϕdΩF+∫
Γ∗∪Σ∗
(−ρF ϕ¨+ pi)∇δϕ · n∗dS −
∫
Γ∗
ρF δ¨ϕ∇ϕ · izdΓ−
∫
Σ∗
ρF δ¨ϕ uS · n∗Σdσ (F.25)
Le terme de couplage (7.20) dans l’e´quation du fluide va alors s’e´crire :
∂
[
δ [ CΣ ] (δuF )
]∗
∂UF
(uF )+
∂
[
δ [ CΣ ] (δuF )
]∗
∂US
(uS) = −
∫
Σ∗
(
Λ0 − ρF g Z0)︸ ︷︷ ︸
M0
∇δϕ·τ ∗Σ(∇ϕ)dΣ
−
∫
Σ∗
(− ρF ϕ¨+ pi − ρF g (∇ϕ · iz)︸ ︷︷ ︸
µF
)∇δϕ · n∗ΣdΣ (F.26)
On re´e´crit e´galement le terme d’e´nergie cine´tique du fluide (7.7) qui est une fonction des
vitesses u˙F = ∇ϕ˙ dans le volume Ω∗F . En conside´rant δuF = ∇δϕ, le changement de
variable (7.42) va alors donner :
∂
[
δ
[
EFC
]
(δuF )
]∗
∂UF
(uF ) =
∫
Ω∗F
ρF∇ϕ˙ ·∇ ˙δϕdΩ∗F (F.27)
Soit Cϕ l’espace d’admissibilite´ des fonctions δϕ suffisament re´gulie`res, dans la relation (a)
du proble`me (7.46), on cherche ϕ dans l’espace de´fini par C∗ϕ = {ϕ ∈ Cϕ/l(ϕ) = 0 , l(1) 6= 0}.
On a alors :∫
Ω∗F
∇ϕ ·∇δ¨ϕdΩ∗F︸ ︷︷ ︸
F (ϕ, δ¨ϕ)
−
∫
Γ∗
∇ϕ · n∗Γδ¨ϕdΓ︸ ︷︷ ︸
A
−
∫
Σ∗
uS · n∗Σδ¨ϕdΣ︸ ︷︷ ︸
C(uS , δ¨ϕ)
= 0 ∀δϕ ∈ Cϕ (F.28)
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ou` F et C sont les ope´rateurs introduits dans la partie 7.3. On remarque que la relation
(F.28)est en δϕ¨ et on remplace dans la suite δϕ¨ par δϕ, car cette e´quation variationnelle
est vraie pour tout δϕ¨. On modifie le terme A de cette relation afin de faire disparaitre le
terme en ∇ϕ en conside´rant la relation (F.14). L’e´quation (F.28) s’e´crit donc :
∫
Ω∗F
∇ϕ·∇δϕdΩ∗F+
∫
Γ∗
ρF
g
ϕ¨δϕdΓ︸ ︷︷ ︸
S(ϕ¨, δϕ)
−
∫
Γ∗
pi
g
δϕdΓ−
∫
Σ∗
uS ·n∗ΣδϕdΣ = 0 ∀δϕ ∈ Cϕ (F.29)
On remarque alors qu’en prenant δϕ = 1 dans (F.29) on peut alors obtenir une expression
de pi, en notant A(Γ) l’aire de la surface libre on a :
pi = − ρ
F g
A(Γ)
∫
Σ∗
uS · n∗ΣdΣ (F.30)
E´quation Structure
Par analogie avec la formulation (7.62) et en conside´rant la relation (F.26), l’e´quation
de la structure va s’e´crire :
MS(u¨S , δu
S) +
(
KE(u
S , δuS) +KG(u
S , δuS)
)
+
∫
Σ∗
ρF g Z∗δuS · τ ∗ΣdΣ +
∫
Σ∗
ρF g (uS · iz)δuS · n∗ΣdΣ︸ ︷︷ ︸
KgΣ(u
S , δuS)
+
∫
Σ∗
ρF ϕ¨ δuS · n∗ΣdΣ︸ ︷︷ ︸
C(ϕ¨, δuS)
−pi
∫
Σ∗
δuS · n∗ΣdΣ︸ ︷︷ ︸
KB(u
S , δuS)
= 0 ∀δuS ∈ CCUS (F.31)
ou` CC
US
est l’espace d’admissibilite´ des fonctions δuS et uS , CC
US
=
{
uS ∈ C0
US
/uF · n0Σ = uS · n0Σ sur Σ0
}
.
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Synthe`se
Le proble`me couple´ s’e´crit a` partir des e´quations (F.28) et (F.31). En remarquant que
la relation (F.28) se simplifie pour des fonctions test appartenant a` C∗ϕ on a :
Trouver (uS , ϕ) ∈ CC
US
× C∗ϕ tels que ∀(δuS , δϕ) ∈ C∗US × C∗ϕ
F (ϕ, δ¨ϕ) + S(ϕ¨, δϕ)−C(uS , δ¨ϕ) = 0 (a)
MS(u¨S , δu
S) +
(
KE +KG +KB +K
g
Σ
)
(uS , δuS) +C(ϕ¨, δuS) = 0 (b)
(F.32)
Cette formulation variationnelle en (uS , ϕ) correspond bien a` celle obtenue dans [91].
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Annexe G
Syme´trie des ope´rateurs de raideur
En the´orie des milieux continus, tout syste`me line´aire conservatif est syme´trique s’il
est exprime´ dans le bon jeu de variables [47]. Cependant, dans le cas pre´sent, le syste`me
(7.76) a pour inconnues des variables primales (de´placement du fluide sur la surface libre
et de´placement de la structure) ainsi qu’une variable duale (le potentiel ϕ). Ce choix rend
la recherche d’une formulation syme´trique non standard d’un point de vue the´orique.
On souhaite dans cette annexe de´montrer la syme´trie des ope´rateurs KF (u
F , δuF ) et
KS(u
S , δuS) de´finis dans la partie 7.9. On utilisera pour cela l’ope´rateur de´fini par :
KkS(v,w) =
∫
S
(v ·∇k)w · n dS +
∫
S
k w · τS(v) dS (G.1)
ou` v et w sont deux vecteurs de´finis sur une surface S quelconque de normale n, k e´tant
un champ scalaire et τS est le vecteur de´fini par la relation (7.5).
On souhaite dans un premier temps de´montrer la syme´trie de cet ope´rateur. Soit v un
de´placement de la surface S tel que S′ = S + v et F le gradient de cette transformation,
le transport de cette surface oriente´e est donne´ dans l’annexe J (relation (J.9c)) :
n′ dS′ = det(F )F−Tn dS (G.2)
On peut de´composer la matrice F : F = I +DXv et on a donc, au premier ordre en v :
det(F ) = 1 + div(v) + o(v). On a donc :
det(F )F−T =
(
1 + div(v)
)(
I − (DXv)T
)
+ o(v)
= I + div(v) I − (DXv)T + o(v) (G.3)
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On rappelle ici la de´finition du vecteur τS(v) :
τS(v)dS = δ[n dS](v) (G.4)
A` partir des relations (G.2) et (G.3) on a :
τS(v) = div(v)n− (DXv)Tn (G.5)
L’ope´rateur KkS(v,w) va donc s’e´crire :
KkS (v,w) =
∫
S
(v ·∇k)w · n dS +
∫
S
k
(
div(v)w − (DXv)w
) · n dS (G.6)
Afin de de´montrer la syme´trie de cet ope´rateur, on cherche a` exprimer la diffe´rence
KkS(v,w)−KkS(w,v) :
KkS(v,w)−KkS(w,v) =
∫
S
(
(v ·∇k)w − (w ·∇k) v
)
· n dS︸ ︷︷ ︸
A
+ . . .
. . .
∫
S
k
(
div(v)w − (DXv)w − div(w)v + (DXw)v
)
· n dS︸ ︷︷ ︸
B
(G.7)
Le terme A de l’e´quation (G.7) est transforme´ graˆce a` l’identite´ sur le double produit
vectoriel (J.6) :
A =
∫
S
(
∇k ∧ (w ∧ v)
)
· n dS
On identifie, dans le terme B de l’e´quation (G.7), l’identite´ (J.1) :
B =
∫
S
k rot(w ∧ v) · n dS
En utilisant l’identite´ (J.2), le terme B va s’e´crire :
B =
∫
S
rot(k w ∧ v) · n dS −
∫
S
(∇k ∧ (w ∧ v)) · n dS
La formule de Stokes (J.7), permet alors de reporter une partie de l’expression (G) sur le
bord γ de S :
B =
∮
γ
k (w ∧ v) · tS dS −
∫
S
(∇k ∧ (w ∧ v)) · n dS
On utilisera sur γ le repe`re direct de Darboux-Ribaucourt (tS , νS , n) introduit dans (H).
Le vecteur tS est un vecteur unitaire tangent a` la courbe ferme´e γ. On a finalement :
KkS(v,w)−KkS(w,v) =
∮
γ
k (w ∧ v) · tS dS (G.8)
208
SYME´TRIE DES OPE´RATEURS DE RAIDEUR.
Cette diffe´rence s’e´crit donc a` l’aide d’un terme de´fini sur le bord de la surface S ; ce terme
peut s’annuler dans diffe´rents cas :
- Si w et v appartiennent au meˆme plan contenant tS alors les 3 vecteurs sont copla-
naires et le produit mixte (w ∧ v) · tS s’annule (en particulier, si les deux vecteurs
sont coline´aires).
- Si k s’annule sur γ.
- Si le bord γ n’existe pas (la surface S est ferme´e).
Dans les trois cas, l’ope´rateur KkS est donc syme´trique.
Ope´rateur KF
On rappelle l’expression de l’ope´rateur KF pour des champs δu et u quelconques :
KF (u, δu) =
(
KgΓ +K
α
Γ −KΛΓ −Kθγ
)
(u, δu) (G.9)
L’ expression de l’ope´rateur Kθγ est donne´e dans l’annexe H :
Kθγ(u, δu) = α
∮
γ∗
δu · δ [νΓdγ] (u)
= α cos θ
∮
γ∗
δu · δ [νΣdγ] (u) + α sin θ
∮
γ∗
δu · δ [nΣdγ] (u) (G.10)
Les ope´rateurs KgΓ, K
α
Γ et K
Λ
Γ ont e´te´ introduits dans la section 7.1, on rappelle leurs
expressions :
KgΓ(u, δu) =
∫
Γ∗
ρF g(u · iz)δu · n∗ΓdΓ +
∫
Γ∗
ρF gZ∗δu · τ ∗Γ(u)dΓ (G.11)
KαΓ (u, δu) = α
∮
γ∗
δu · δ [νΓ dγ]∗ (u) + α
∫
Γ∗
δu · δ [2HΓnΓ dΓ]∗ (u)
KΛΓ (u, δu) =
∫
Γ∗
Λ∗ δu · τ ∗Γ(u)dΓ (G.12)
On notera dans la suite K̂αΓ l’ope´rateur de´fini par :
K̂αΓ (u, δu) = α
∫
Γ∗
δu · δ [2HΓnΓ dΓ]∗ (u)
= α
∫
Γ∗
δu · δ [2HΓ]∗ (u)nΓ dΓ + α
∫
Γ∗
2HΓδu · τ ∗Γ(u) dΓ (G.13)
= KαΓ (u, δu)−Kθγ(u, δu)
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KF s’e´crit donc en fonction des ope´rateurs K
g
Γ, K
Λ
Γ et K̂
α
Γ :
KF (u, δu) = K
g
Γ(u, δu) + K̂
α
Γ (u, δu)−KΛΓ (u, δu)
Enfin, on remarque d’apre`s les expressions (G.11) et (G.13) que les ope´rateurs KgΓ et K̂
α
Γ
peuvent s’e´crire a` l’aide de l’ope´rateur syme´triqueKkS qui est donne´ par l’expression (G.1) :
KgΓ = K
k
S
∣∣∣S≡Γ∗
k=ρF gZ
K̂αΓ = K
k
S
∣∣∣S≡Γ∗
k=α2HΓ
(G.14)
ou` Γ∗ est la surface libre a` l’e´quilibre. De plus, d’apre`s l’e´tude statique faite dans la partie
6.2, puisque ∇Λ∗ = 0 on a :
KΛΓ = K
k
S
∣∣∣S≡Γ∗
k=Λ
(G.15)
On a donc :
KF (u, δu) = K
k
S
∣∣∣S≡Γ
k=ρF gZ+α2HΓ−Λ
(G.16)
D’apre`s (G.8), la diffe´rence KF (u, δu) −KF (δu,u) s’e´crit alors sur le contour ferme´ a`
l’e´tat statique γ∗ :
KF (u, δu)−KF (δu,u) =
∮
γ∗
(
ρF gZ∗ + α2H∗Γ − Λ∗
)︸ ︷︷ ︸
A
(δu ∧ u) · tγdγ (G.17)
Or a` l’e´tat statique le terme A s’annule (voir la relation (6.33)), on en de´duit la syme´trie
de l’ope´rateur KF pour des champs u et δu quelconques.
Remarque
Dans l’article [36], les auteurs de´montrent la syme´trie de l’ope´rateur KαΓ . En effet, cet
ope´rateur est proportionnel a` la double variation (par rapport a` δu et u) de l’aire de la
surface Γ.
Pour une surface quelconque S d’aireAS et de normale n, cette double variation est donne´e
par :
δ2 [AS ] (u, δu) = AS(u, δu) =
∫
S
δ2[n dS](δu,u) · n+
∫
S
τ

S (δu) · τS (u)dS(G.18)
ou` τ

S est la partie tangentielle du vecteur τS : τ

S = τS − (τS · n)n. De part sa forme,
l’ope´rateur AS est syme´trique. Si S est confondue avec la surface libre et puisque K
α
Γ =
αAS on montre bien que l’ope´rateur K
α
Γ (u, δu) est syme´trique.
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Ope´rateur KS
On rappelle l’expression de l’ope´rateur KS pour des champs δu et u quelconques et
de´finis sur l’ensemble Ω∗F ∪ Ω∗S :
KS(u, δu) =
(
KE +KG +K
αL
Σ +K
αG
αG
+KgΣ −KΛΣ +Kθγ
)
(u, δu) (G.19)
Dans un premier temps, on remarque que d’apre`s l’expression (7.31) les ope´rateurs KE et
KG sont syme´triques de part leur forme. De plus, de meˆme que pour K
α
Γ , les ope´rateurs
KαLΣ etK
αG
ΣG
sont syme´triques (ils sont respectivement proportionnels a` la double variation
de l’aire Σ et ΣG)
On introduit l’ope´rateur interme´diaire KI de´fini par :
KI(u, δu) =
(
KgΣ −KΛΣ +Kθγ
)
(u, δu)
=
(
KgΣ −KΛΣ − K̂αΓ
)
(u, δu)︸ ︷︷ ︸
A(u, δu)
+
(
K̂αΓ +K
θ
γ
)
(u, δu)︸ ︷︷ ︸
KαΓ (u, δu)
(G.20)
En conside´rant la surface Σ∗, le bord γ∗ est oriente´ suivant −tγ et on a :
AI(u, δu)−AI(δu,u) =
∮
γ∗
(−ρF gZ∗ − α2H∗Γ + Λ∗)︸ ︷︷ ︸
= 0
(δu ∧ u) · tγdγ (G.21)
L’ope´rateur AI est alors syme´trique, ainsi que KI et donc KS en tant que somme d’ope´-
rateurs syme´triques.
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Annexe H
Line´arisation de l’ope´rateur de
raideur de la ligne triple
On souhaite ici exprimer la line´arisation du terme de bord de´fini pour des champs δu
et u par :
Kθγ(u, δu) = α
∮
γ
δu · δ [νΓdγ] (u) (H.1)
ou` γ repre´sente le bord ferme´ de la surface libre Γ. Le de´placement normal est pris en
compte : les champs u et δu sont de faibles amplitudes et appartiennent a` Cu. On se
place dans la base locale B = (tγ ,νΣ,nΣ) aussi appelle´e Trie`dre de Darboux Ribaucour
introduite dans le chapitre II (v. Fig H). On projette le vecteur νΓ dans B, l’e´quation (H.1)
Figure H.1 – Repe`re locale utilise´ sur la ligne triple γ.
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devient alors :
Kθγ(u, δu) = α cos(θ)
∮
γ
δu · δ [νΣdγ] (u) + α sin(θ)
∮
γ
δu · δ [nΣdγ] (u) (H.2)
L’angle θ est suppose´ constant et en utilisant la relation νΣ = nΣ ∧ tγ on se rame`ne au
calcul des quantite´s δ [nΣ] (u), δ [tγ ] (u) et δ [dγ] (u).
Calcul du terme δ [dγ] (u)
Soit X le vecteur position de´crivant la courbe γ et parame´tre´ par une variable ξ, le
vecteur aγ tangent au bord est de´fini par :
aγ =
∂X(ξ)
∂ξ
(H.3)
Et on a :
tγ =
aγ
‖aγ‖ (H.4)
Dans l’expression (H.2), la quantite´ dγ peut s’e´crire : dγ = ‖aγ‖ dξ et on a :
δ [dγ] (u) = δ [‖aγ‖] (u) dξ (H.5)
D’apre`s la de´finition du vecteur aγ dans (H.3) on a :
δ [aγ ] (u) =
∂u
∂ξ
(H.6)
On en de´duit alors l’expression de δ [‖aγ‖] (u) :
δ [‖aγ‖] (u) = δ
[√
aγ · aγ
]
(u)
= 2 δ [aγ ] (u) · aγ 1
2
√
aγ · aγ
= δ [aγ ] (u) · aγ‖aγ‖︸ ︷︷ ︸
tγ
=
∂u
∂ξ
· tγ (H.7)
L’e´quation (H.5) s’e´crit alors :
δ [dγ] (u) =
∂u
∂ξ
· tγdξ = ∂u
∂s
· tγdγ (H.8)
ou` s est l’abscisse curviligne de la courbe γ.
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Calcul du terme δ [tγ] (u)
Les expressions (H.7) et (H.6) associe´es a` la de´finition du vecteur tγ dans (H.4) per-
mettent d’e´crire :
δ [tγ ] (u) =
δ [aγ ] (u) · ‖aγ‖ − aγ · δ [‖aγ‖] (u)
‖aγ‖2
(H.9)
D’ou` :
δ [tγ ] (u) =
∂u
∂s
−
(
∂u
∂s
· tγ
)
tγ (H.10)
Calcul du terme δ [nΣ] (u)
Soit M un point de la surface Σ appartenant a` la courbe γ. Le tenseur de courbure
κΣ en M est un endomorphisme du plan tangent a` Σ en M . Soit v un vecteur du plan
tangent, il peut alors s’e´crire dans la base (tγ ,νΣ) et par de´finition :
δ [nΣ] (v) = κΣ(v) (H.11)
κΣ s’e´crit dans cette meˆme base :
κΣ =
 1Rγγ 1RγΣ
1
RγΣ
1
RΣΣ
 (H.12)
ou` 1Rγγ ,
1
RΣΣ
sont les courbures normales et 1RγΣ
la torsion ge´ode´sique de la courbe γ 1. On
ge´ne´ralisera cette expression dans la suite pour un champ u complet (u ·nΣ 6= 0) avec κΣ
qui s’e´crit dans la base (tγ ,νΣ,nΣ) de la manie`re suivante :
κΣ =

1
Rγγ
1
RγΣ
0
1
RγΣ
1
RΣΣ
0
0 0 0
 (H.13)
Dans [78], les auteurs montrent que la variation au premier ordre de la normale nΣ dans
la direction u (champs complet) peut s’e´crire :
δ [nΣ] (u) = κΣ(u)−∇S(u · nΣ) = NΣ(u) (H.14)
1. La trace de κΣ est un variant et on a : 1Rγγ +
1
RΣΣ
= 2H ou` H est appele´ la courbure moyenne de
la surface Σ en M .
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ou` ∇S est l’ope´rateur de gradient surfacique. La variation de la normale nΣ appartient
donc au plan tangent 2. Pour simplifier les notations on l’e´crira par la suite NΣ(u).
Expression du terme de bord
On utilise les expressions (H.8), (H.10) et (H.14) obtenues pre´ce´demment pour calculer
le terme Kθγ de l’e´quation (H.2), on obtient :
Kθγ(u, δu) = α cos(θ)
∮
γ
δu · δ [nΣ] (u) ∧ tγdγ + α cos(θ)
∮
γ
δu · nΣ ∧ δ [tγdγ] (u)
+ α sin(θ)
∮
γ
δu · δ [nΣ] (u)dγ + α sin(θ)
∮
γ
δu · nΣ δ [dγ] (u) (H.15)
Soit :
Kθγ(u, δu) = α cos(θ)
∮
γ
δu ·NΣ(u) ∧ tγdγ + α cos(θ)
∮
γ
δu ·
(
nΣ ∧ ∂u
∂s
)
dγ
+ α sin(θ)
∮
γ
δu ·NΣ(u)dγ + α sin(θ)
∮
γ
δu · nΣ
(
∂u
∂s
· tγ
)
︸ ︷︷ ︸
A
dγ (H.16)
On remarque que le terme A peut s’e´crire de la manie`re suivante :
A = nΣ
[
∂u
∂s
· (νΣ ∧ nΣ)
]
= nΣ

(
nΣ ∧ ∂u
∂s
)
︸ ︷︷ ︸
⊥nΣ
·νΣ

Or pour un vecteur v dans le plan tangent a` Σ on peut e´crire :
(v · νΣ) · nΣ = −v ∧ tγ
Avec v =
(
nΣ ∧ ∂u∂s
)
, on en de´duit l’expression de A suivante :
A = −
(
nΣ ∧ ∂u
∂s
)
∧ tγ
2. On retrouve ce re´sultat en conside´rant le fait que nΣ est un vecteur unitaire, on a nΣ ·nΣ = 1 et la
variation de cette expression dans la direction u donne nΣ · δ [nΣ] (u) = 0 et δ [nΣ] (u) est donc bien une
combinaison line´aire des vecteurs tγ et νΣ.
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On en de´duit l’expression du terme de bord line´arise´ :
Kθγ(u, δu) = α cos(θ)
∮
γ
δu · (NΣ(u) ∧ tγ)︸ ︷︷ ︸nΣ dγ − α sin(θ)
∮
γ
δu ·
[(
nΣ ∧ ∂u
∂s
)
∧ tγ
]
︸ ︷︷ ︸nΣ
dγ
+ α sin(θ)
∮
γ
δu ·NΣ(u)︸ ︷︷ ︸
⊥nΣ
dγ + α cos(θ)
∮
γ
δu ·
(
nΣ ∧ ∂u
∂s
)
︸ ︷︷ ︸
⊥nΣ
dγ (H.17)
Jusqu’ici, les champs δu et u sont des champs “complets”, c’est a` dire qu’ils ne sont pas
contraints et peuvent prendre n’importe quelle direction de l’espace. Aussi, on de´composera
ces vecteurs en une partie tangente a` la surface Σ que l’on notera avec un indice  et une
partie normale a` Σ que l’on indicera a` l’aide du symbole ⊥. δu et u s’e´crivent donc de
manie`re unique sous la forme :
δu = δu⊥ + δu
u = u⊥ + u
D’apre`s la remarque faite dans la partie statique 6.2, δuF ne travaille pas dans la direction
tγ , la composante selon tγ peut donc eˆtre bloque´e. On conside`rera ici que δu est un
vecteur coline´aire a` νΣ.
On introduit maintenant les notations 1Kθγ ,
2Kθγ ,
3Kθγ et
4Kθγ de sorte que :
Kθγ(u, δu) = K
θ
γ(u, δu)︸ ︷︷ ︸
1Kθγ
+Kθγ(u, δu⊥)︸ ︷︷ ︸
2Kθγ
+Kθγ(u⊥, δu)︸ ︷︷ ︸
3Kθγ
+Kθγ(u⊥, δu⊥)︸ ︷︷ ︸
4Kθγ
(H.18)
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A` partir des relations (H.14) et (H.17) on donne une expression de ces ope´rateurs :
1Kθγ(u, δu) = α sin(θ)
∮
γ
δu ·κΣ(u)dγ + α cos(θ)
∮
γ
δu ·
(
nΣ ∧
∂u
∂s
)
dγ
2Kθγ(u, δu⊥) = α cos(θ)
∮
γ
δu⊥ ·
[
κΣ(u) ∧ tγ]dγ
−α sin(θ)
∮
γ
δu⊥ ·
[(
nΣ ∧
∂u
∂s
)
∧ tγ
]
dγ
3Kθγ(u⊥, δu) = −α sin(θ)
∮
γ
δu ·∇S(u · nΣ)dγ + α cos(θ)
∮
γ
δu ·
(
nΣ ∧ ∂u⊥
∂s
)
dγ
4Kθγ(u⊥, δu⊥) = −α cos(θ)
∮
γ
δu⊥ · [[∇S(u · nΣ)] ∧ tγ ] dγ
−α sin(θ)
∮
γ
δu⊥ ·
[(
nΣ ∧ ∂u⊥
∂s
)
∧ tγ
]
dγ
(H.19)
On remarque enfin que pour un fluide contenu dans un re´servoir a` parois rigides (cas de
figure e´tudie´ dans [35]), c’est a` dire pour un champ de de´placement u et un champ de
de´placement δu tangents a` la surface Σ, on retrouve le meˆme terme de bord :
Kθγ(u, δu) = 1Kθγ(u, δu) = α sin(θ)
∮
γ
δu·κΣ(u)dγ+α cos(θ)
∮
γ
δu·
(
nΣ ∧
∂u
∂s
)
dγ
(H.20)
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Annexe I
Analyse modale d’un proble`me
couple´ avec prise en compte de la
capillarite´
Afin d’illustrer sur un cas test le calcul de modes propres couple´ avec prise en compte
de la capillarite´, on conside`re une sphe`re remplie d’hydrazine, souvent employe´ pour la
propulsion (voir Fig. I.1). La figure I.4 pre´sente quelques exemples de modes obtenus.
Figure I.1 – Ge´ome´trie.
Rayon 1 [m]
E´paisseur plaque 3, 5.10−3 [m]
Module d’Young 6, 8.109 [Pa]
Acce´le´ration de pesanteur g 0.0071809 [m.s−2]
Masse volumique fluide 1011 [kg/m3]
Angle de contact θ 5 [˚ C]
Densite´ d’e´nergie superficielle [N/m]
Figure I.2 – Caracte´ristiques du re´servoir
Pour cette ge´ome´trie, une parame´trisation en coordonne´es sphe´riques a e´te´ propose´e
par Utsumi [100], ce qui lui permet de re´soudre le proble`me de ballottement a` structure
encastre´e par une approche semi-analytique. Dans son e´tude, Utsumi ne prend pas en
compte les effets de courbure du re´servoir.
Ici, le syste`me est libre, le tableau I.3 repre´sente les premie`res valeurs propres obtenues en
conside´rant ou non la courbure du re´servoir dans l’ope´rateurKθγ , ainsi qu’une comparaison
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avec les re´sultats de El-Kamali [35] pour une structure encastre´e, les effets de courbures
n’e´tant pas pris en compte et avec les re´sultats d’Utsumi.
Indice Fre´q. pr. (Hz) Indice Fre´q. pr. (Hz) Indice Fre´q. pr. (Hz) Fre´q. pr. (Hz)
avec courbure sans courbure El Kamali Utsumi
1 0.000162 - - - -
2 0.000125 1 0.000129 - - -
3 0.000090 2 0.000096 - - -
4 0.002449 3 0.000589 - - -
5 0.023593 4 0.023641 1 0.01989 0.019416
6 0.023636 5 0.023679 2 0.01989 0.019416
7 0.026566 6 0.026602 3 0.02662 -
8 0.026611 7 0.026639 4 0.02662 -
9 0.030951 8 0.030977 5 0.03076 0.02992
10 0.032744 9 0.032785 6 0.03280 -
11 0.032767 10 0.032813 7 0.03280 -
Figure I.3 – Comparaison des fre´quences propres obtenues avec les travaux [35] et [100].
En rouge : les modes pour lesquels la structure a` un mouvement de corps rigide.
Ainsi, on remarque dans un premier temps que la courbure pour ce cas test n’influence
pas ve´ritablement les fre´quences propres obtenues, celles-ci ayant tendance a` baisser le´ge`-
rement lorsque la courbure est conside´re´e [35].
De plus, on remarque que pour le calcul avec courbure, sur les 6 modes de corps rigide
de la structure les modes 5 et 6 viennent se coupler avec le premier mode de ballottement
(voir Fig. I.4), le mouvement de la structure e´tant un mouvement de translation dans le
plan horizontal. Dans le cas sans courbure, seuls 5 modes de corps rigides ont pu eˆtre cal-
cule´s. Ce re´sultat peut s’expliquer par le fait qu’en supprimant les termes faisant intervenir
la courbure dans Kθγ on vient modifier la matrice de raideur du fluide KF et on rompt
notamment sa syme´trie. En dehors des fre´quences faisant intervenir les mouvements de
corps rigide de la structure les fre´quences propres obtenues sont comparables avec celles
obtenues par El Kamali ou Utsumi.
Cependant, le fait que le premier mode de ballottement vient se coupler avec un mouve-
ment de corps rigide de la structure peut ici poser proble`me, on s’attend en effet a` ce que
le liquide se translate e´galement en suivant la structure. Une ame´lioration sur ce point la`
pourra eˆtre envisage´e dans des travaux futurs, notamment en ce qui concerne la pre´cision
de la matrice Kθγ .
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(a) Mode 5 - 0.0235 Hz (b) Mode 9 - 0.0309 Hz
(c) Mode 11 - 0.0327 Hz (d) Mode 14 - 0.0403 Hz
Figure I.4 – Modes propres du syste`me libre avec prise en compte de la courbure. La
couleur du fluide est donne´e par sa fluctuation de pression en tout point.
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Annexe J
Formulaire
Relations vectorielles
Soit 2 vecteurs u et v de R3 et un scalaire k :
∇ ∧ (u ∧ v) = (D u)v − (D v)u+ (∇ · v)u− (∇ · u)v (J.1)
∇ ∧ (ku) = k∇ ∧ u+ (∇k) ∧ u (J.2)
div(u ∧ v) = v · rot(u)− u · rot(v) (J.3)
div(k u) = k div(u) + u · grad(k) (J.4)
∇(u · v) = (D u)v + (D v)u+ v ∧∇ ∧ u+ u ∧∇ ∧ v (J.5)
= [D u]Tv + [D v]Tu
Double produit vectoriel
Soit 3 vecteurs u, v et w de R3, on a :
u ∧ (v ∧w) = (u ·w)v − (u · v)w (J.6)
Formule de Stokes
Soit u un champ vectoriel sur une surface S de normale n et de bord ∂S :∫
S
rot(u) · n dS =
∮
∂S
u · dl (J.7)
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Formule de Green
Soit u un champ vectoriel suffisamment re´gulier sur un volume Ω de normale n, et A
un tenseur. En notant ∂Ω le bord de Ω, la forme inte´grale de la formule de Green s’e´crit :∫
Ω
Div(A) · udΩ =
∫
∂Ω
(A · n) · udS −
∫
Ω
Tr [ATDu] dΩ (J.8)
Changement de variable dans les inte´grales de volume
Soit une application vectorielle bijective re´gulie`re Φ diffe´rentiable et de de´rive´e F, alors
les inte´grales sur les domaines Ω et Φ(Ω) se de´duisent l’une de l’autre par la formule de
changement de variable suivante :∫
x ∈ Φ(Ω)
f(x) dΩx =
∫
X ∈ Ω
f (Φ(X)) det(F ) dΩX (J.9a)
Le transport par changement de variable d’un e´le´ment de volume s’e´crit alors :
dΩx = det(F) dΩX (J.9ba)
Changement de variable dans les inte´grales de surface
Soit une application vectorielle bijective re´gulie`re Φ diffe´rentiable et de de´rive´e F.
Soit ∂Ω, la frontie`re du domaine Ω, nx et nX les normales exte´rieures aux domaines
respectivement Φ(Ω) et Ω. Alors les inte´grales sur les frontie`res ∂Ω et Φ(∂Ω) se de´duisent
l’une de l’autre par la formule de changement de variable suivante :∫
x ∈ Φ(∂Ω)
f(x) nx dΣx =
∫
X ∈ ∂Ω
f (Φ(X)) det(F ) F−ᵀ nX dΩX (J.9bb)
Le transport par changement de variable d’un e´le´ment de surface oriente´ s’e´crit donc :
nx dΣx = det(F) F
−ᵀ nX dΣX (J.9c)
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Effets de la viscosite´ et de la capillarite´ sur
les vibrations line´aires d’une structure
e´lastique contenant un liquide
incompressible.
Re´sume´ : Ce travail de recherche traite du couplage entre un liquide incompressible, irrotationnel et son
contenant : une structure e´lastique. Cette interaction Fluide-Structure est traite´e dans le cadre des petites
de´formations autour d’un e´tat d’e´quilibre.
Dans un premier temps, on pre´sente une me´thode d’introduction des sources dissipatives visqueuses dans le
liquide a` partir des e´quations du syste`me couple´ conservatif en s’appuyant sur une approche de type fluide
potentiel ge´ne´ralement utilise´e pour traiter les proble`mes de couplage fluide-structure line´arise´s non amortis.
Un mode`le d’amortissement diagonal est alors choisi pour le liquide et les effets dissipatifs de celui-ci sont pris
en compte en calculant les coefficients d’amortissement modaux. Seuls les effets dissipatifs lie´s a` la viscosite´ du
liquide sont alors pris en compte. Le syste`me couple´ dissipatif obtenu posse`de une matrice d’amortissement non
syme´trique. Une re´solution de ce syste`me a` amortissement non classique est alors pre´sente´e et les expressions
des re´ponses fre´quentielle et temporelle line´arise´es sont donne´es pour diffe´rents types d’excitations.
Dans un deuxie`me temps, le liquide est suppose´ non visqueux et les forces de tension surfacique sont prises
en compte. Une formulation du proble`me conservatif permettant de prendre en compte l’incompressibilite´ du
fluide, la condition de continuite´ a` l’interface fluide-structure, les effets de capillarite´ du fluide ainsi que les
effets e´ventuels de pre´contraintes statiques est alors e´tablie. On se propose pour cela d’utiliser une me´thode
e´nerge´tique via le Principe de Moindre Action. La de´marche est alors de´compose´e en deux e´tapes : une e´tude
statique afin de de´terminer la position de re´fe´rence, puis une e´tude dynamique line´arise´e autour de cette position
d’e´quilibre. Cette formulation forme notamment une base pour l’introduction des sources dissipatives lie´es aux
effets de capillarite´ via la me´thode pre´ce´demment introduite.
Mots cle´s : Ballottement, Amortissement diagonal, Modes propres complexes, Synthe`se modale, Formulation
variationnelle, Principe de Moindre Action, Interaction Fluide Structure, Incompressibilite´, Tension Surfacique,
Dissipation visqueuse, Capillarite´, Microgravite´, Me´nisque, Vibrations, E´le´ments finis.
Abstract : This study deals with the coupling between an incompressible, irrotational fluid and an elastic
container in the context of small amplitude vibrations.
Firstly, we present a method to introduce the viscous dissipative sources in the liquid directly from the equations
of the conservative coupled problem using a fluid potential approach generally used to treat linear undamped
problems. A diagonal damping model is chosen for the liquid and its dissipative effects are taken into account
through modal damping coefficients. Only the viscous effects are considered here. The coupled system obtained
has a non symmetric damping matrix. This system with non classical damping is solved and expressions of the
frequency and linearized time responses are given for different load examples.
The liquid is then supposed to be inviscid and surface tension forces are considered. A unified formulation
of the conservative problem taking into account the fluid incompressibility, the contact condition at the fluid
structure interface, capillarity and pre-stress effects is given. Thus, we propose to use an energy method via the
Least Action Principle. The reasoning is then divided into two parts : a static study to determine the reference
state and a linearized dynamic study around this equilibrium state. This formulation is a good framework to
introduce the dissipative sources associated with the capillary effects by using the method previously introdu-
ced.
Keywords : Sloshing, Damping, Complex Eigenmodes, Modal Synthesis, Variational formulation, Least Ac-
tion Principle, Fluid-Structure Interaction, Incompressibility, Surface Tension, Viscous dissipation, Capillarity,
Microgravity, Meniscus, Vibrations, Finite Elements.
